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Definicao

E o processo de estimar valores de uma
fungdo f para valores de x diferentes de x,,
parai=0, ..., n, sabendo-se apenas os valores de

f(x) nos pontos x, x;, ..., X,,.

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Definicao

E o processo de estimar valores de uma
fungao f para valores de x diferentes de x,,
parai=0, ..., n, sabendo-se apenas os valores de

f(x) nos pontos x,, xj, ..., X,

Qual o valor de f{x;) para x; <x,<x, ?

y fix)  flx)  fixy) fix,)
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Aplicacoes

Obtencao de valores intermediarios em
tabelas (crescimento de bactérias, consumo de agua,

energia, etc)
Integracao numeérica
Calculo de raizes de equacao

Solucdo de equacOes diferencias ordinarias
(EDO’s)

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao

Qual o valor de f(x;) para x; <x;<x, ?

o [ | | [ x|
y fix)  flx)  fixy) fix,)

Como determinar o valor de f(x;) ?

!

Obter uma funcao que relaciona as variaveis x e y

I

POLINOMIO
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Interpolacao

Métodos de Interpolacao Polinomial sao
utilizados para aproximar uma funcao f(x)
guando:

— f(x) é desconhecida. Tem-se apenas valores de f
em um conjunto de pontos

— f (x) é conhecida mas de dificil manipulacao

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Polinomial

Interpolagao Polinominal

Linear: Polinbmio de grau 1

Quadratica: Polinbmio de grau 2

Lagrange: Polinbmio de grau n
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Interpolacao Linear

Problema: seja f(x) dada pela tabela Nota:

fix)=£;
ENEN
o fi f; T

2

Determinar uma aproximagdo para f(u), onde x, < y < x,,; para0<i<n

fndo é conhecida = aproximar f pelo polinémio P,

P, (1) sera calculado, e ndo f(u)

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Linear

P,(x) é o polinbmio de grau 1 que passa pelos pontos
A = (Xir f|) e B = (Xi+1l fi+1)

Ziy1, f(2ig1))

fln) = Py(u) = fi+ (n-x) (i - F)

(Xisq - X;)
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Interpolacao Linear

EquacdOes da Reta

a = coeficiente angular
b = coeficiente linear

\T
\
I
Q
>
+
o

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Linear

Equacdes da Reta

P, = (x, v;)

Pivr = (s Vi)
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Interpolacao Linear

Equacdes da Reta

a = coeficiente angular = inclinacdo da reta = tag ©

a = tag© = cat.op. = Y., —V;

cat. adj. X1 —X

-
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Interpolacao Linear

EquacoOes da Reta
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Interpolacao Linear

Equacdes da Reta
Semelhanca entre triangulos

= cat. op. = cat. op.
cat. adj. cat. adj.

=Y TY T_YTY
Xip1 — X H=X
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Interpolacao Linear

EquacoOes da Reta
Semelhanga entre triangulos
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Interpolacao Linear

EquacOes da Reta

- = Y7V

— T
(y-v) - = (L-x) -
(y-v) = (h-x) -
y = Vist (R=%) (vie, =

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Linear

P,(x) é o polinbmio de grau 1 que passa pelos pontos
A = (Xir f|) e B = (Xi+1l fi+1)

fln) = Py(u) = fi+ (n-x) (i - F)

(Xisq - X;)

" |
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Interpolacao Linear

Exemplo: O numero de bactérias, por unidade de volume,
existente em uma cultura apds x horas é apresentado na tabela:

nm—n- 2 | 3 | 4|

y (volume de bactérias) 65 92 132

Calcule o volume de bactérias no instante t = 3 horas e 42 minutos, ou
seja, calcule o valor de P,(3,7).

fW) = Py() = £+ () (Fyy - )

(Xi+1 - Xi)

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Linear

Exemplo: O numero de bactérias, por unidade de volume,
existente em uma cultura apds x horas é apresentado na tabela:

mnn 2 | 3 | 4|

y (volume de bactérias) 65 92 132

Calcule o volume de bactérias no instante t = 3 horas e 42 minutos, ou
seja, calcule o valor de P,(3,7).
f(3,7) =P,(3,7) =92 +(3,7-3) (132-92)
(4-3)

f(3,7) =P,(3,7) =120
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Interpolacao Linear

Exercicio: O numero de bactérias, por unidade de volume,
existente em uma cultura apds x horas é apresentado na tabela:

y (volume de bactérias) 65 132

Calcule o volume de bactérias no instante t = 1h e 25min.

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Linear

Exemplo: Dada a tabela

sen(x) 0,199 0,296 0,389

Calcule o valor aproximado de sen(0,15)

flo,15) = p,(0,15)=0,1+(0,15-0,1) (0,199 -0,1)
(012 - 011)

f(0,15) = P,(0,15) = 0,1495
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Interpolacao Linear

Exercicio: Dada a tabela

sen(x) 0,1 0,199 0,296 0,389

Calcule o valor aproximado de sen(0,32)

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Linear

Erro

Seja o intervalo [x;, x,,;] € um ponto x € (x;, Xi,,).

Como P,(x) é apenas uma aproximacdo para f(x), o erro cometido nesta
aproximacao é:

E(x) = f(x) - Py(x)

E(x) = (x—x;) (x = Xi+1).’L(£) para algum § € (x; X;,;)
2

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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Interpolacao Linear

Conta para o Erro

Suponha que Vx € (x;, X,1), |f” (x)| £ M,, para alguma constante M,.

A seguinte estimativa para o erro pode ser considerada:

[E(x)] = M, (%, - x)?

8

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Linear

Exemplo: Dada a tabela

sen(x) 0,1 0,199 0,296 0,389

Valor aproximado de sen(0,15) = £{0,15) = P,(0,15) = 0,1495

Calcule o erro da aproximagao acima

fix) =sen(x) || |f’(x)| =|-sen(x)| < |-sen(0,2)]
f(x) =cos(x) <sen(0,2) =0,199 <0,2 vx€[0,1,0,2]
f’(x) = -sen(x)

[EX)| S M, (x,, = x)2= 0,2 (0,2—0,1)2 = 0,00025
8 8
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Problema: Dados n + 1 pares de valores (x;, f;),

Interpolacao Polinomial

Nota:
fx)=fi=y

i=0,..,ncomx #x parai#j, determinar um polindbmio

de grau n que passa por estes n + 1 pontos.

S N T
Yo Y1 Y2 Yn

fndo é conhecida = aproximar f pelo polinémio P,

P, (1) sera calculado, e ndo f(u)

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Y,

Interpolacao Polinomial

ENEN R
Yo Y1 Y2 Yn

@yo)

(z1,11)

(‘T?: yz)

(02 Yn)

\ P.(x)

T
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Interpolacao Polinomial

u
Yo Y1 Y2 Yn - Palx)
- (z1,21
& yo)\i

)
(x2,22)

Proposicao: Sejam n + 1 pontos dados por (x, f), i=0, ..., n
onde x; # x, para i # j. Entdo existe um unico polinémio de grau n
que passa por estes pontos.

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Polinomial

Demonstracao: Considere P_(x) um polinémio de grau n:

n
Pax)=ag+a;x+ay®+ap3+...+ax" = >ax sendoa, =cte
i=0

P, passa pelos pontos (x, f;).

P.(x)=f, i=0,..,n

E preciso determinar as constantes a, para depois determinar P_(x).

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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Interpolacao Polinomial

Demonstracao:

P,(x)=f, i=0,..,n éequivalente ao sistema:

\

Tem solugdio unica?

O Sistema tem solugdo unica desde que o determinante da matriz
dos coeficientes das icognitas seja ndo nulo

2 3
ap ta X, +aX," +azx,"+

2 3
apta X, +ax;“+agx,"+

2 3
apta X, +a X “+azx -+

weta)," = f,
wetax" = f
wetax" = f,

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Polinomial

Demonstrac¢ao:
ﬂ Xo Xo2
1 x;, X2
A =

3
Xo

n
X\

¢ A é a matriz de coeficientes
das icdgnitas.

* E uma matriz de
Vandermonde, cujo det(A)
é dado por:

det(A) = TT (%—x;)

1<i<j<n

* Como x; # x; para i # j, temos que det(A) # 0, como queriamos demonstrar.

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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Interpolacao Polinomial

Y
Yo Y1 Y2 Yn
- (x1,21)
)‘Q o)

(x2,22)

)
P.(x)

P (x) existe e é Unico

Problema: dados os pontos (x;, f) parai=0,..., n, onde x; # x; para i #j,
determinar o valor de f(u), parap#x;, j =0,..., n.

Solugdo: Aproximar f(u) por P,(u), onde P, é o polonémio de grau n
que passa pelos pontos (x, f,) parai=0,..., n.

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Polinomial

Exemplo: determine o valor de log(2,45) aproximado por um polindmio
interpolador de grau 3.

log(x) 0,361728 0,380211 0,397940 0,414973

Ay + X, + A%’ + axx,® = f,
ap + A, + ay’ +ayx?® = f
] ap + A, + Ay’ + ay’ = f,
Ay + A + Ay’ + aps® = f

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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Interpolacao Polinomial

Exemplo: determine o valor de log(2,45) aproximado por um polinémio
interpolador de grau 3.

log(x) 0,361728 0,380211 0,397940 0,414973

a, + 2,3a, + 59a, + 12,167 a = f
° ' ? } ° a, = -0,404885
ag + 2,4a; + 5,76a, + 13,824a; = f; a, = 0,528963
- a, = 0,107300
ap + 2,5a; + 6,253, + 15,625a; = f, a. = 0.009667
3 - ’
ag + 2,6a; + 6,76a,+ 17,576a; = f;

P, (x) = -0,404885 + 0,528963x - 0,107300x2 + 0,009667x>
log(2,45) =~ P4(2,45)=0,389170

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Polindomio Interpolador de Lagrange

Teorema (Lagrange): Seja f uma funcao definida num intervalo [a,
b] e conhecida nos pontos (x;, f) i = 0,..., n. Existe um e um s6
polindmio P, de grau menor ou igual a n interpolador de f nos
pontos dados.

Demonstragdo: Seja o polindmio P, definido por:

P,(x) = Zf(Xi)Li(X)
i=0

onde: n

fomdegmn] < L) =TT x=x k=i

j=0,j#k

Xk - XI Métodos Numéricos - Interpolagdo

10/30/2011
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Formula de Lagrange

n

Lx) = [T X = X; k=1,..,n
j=0,j#k

n

Lk (XI) = .I-I- XI_XJ k= 1, Y} n
i=0grk Y T

1 se k=i
L. (x) =
0 se kz#i

Métodos Numeéricos - Interpolagdo

Polindomio Interpolador de Lagrange

i) = 5 L0

e P.(x) € um polinbmio de grau n, pois é a soma de
L (x)f, que é um polinbmio de grau n parai=0, ..., n

* P (x) =f(x) paratodo x,, k=0, ..., n

Palxi) = Z LixJfi= fiparatodok=0, ..., n

i=0

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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Polindomio Interpolador de Lagrange

Exemplo: Determine o polindmio de grau 3, P,(x), que passa
pelos pontos da tabela abaixo. Em seguida, calcule P,(2).

x| o | 1 | 3 | a4
f 2 4 5 0

MUJ

P3(X) =

Li(x)f; = Lo(x)fg + Ly(x)fy + Ly(X)f; + L3(x)f5

= Lo(X)fy + Ly(X)fy + L(X)f; + L3(X)f;

= Lo(x)2 + Ly(x)4 + L,(x)5 +>1x)1{

Métodos Numéricos - Interpolagdo

0

Polindomio Interpolador de Lagrange

n
IE S N AT L) =TT x - x
f 2 4 5 0

j=01 X, — X.
jzk k ]

Lo(X) = (x—1)(x=3)(x—4) = (x—1)(x—3)(x—4) = (x— 1)(x — 3)(x — 4)
(0-1)(0-3)(0—-4) (= 1)(-3)(-4) -12

L,(X) = (x=0)(x =3)(x = 4) = x(x—3)(x—4) = x(x—3)(x— 4)
(1-0)(1-3)(1-4) (1)(-2)(-3) 6

L,(X) = (x=0)(x = 1)(x —4) = x(x—1)(x —4) =x(x—1)(x—4)
(3-0)(3-1)(3-4) (3)(2)(-1) -6

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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Polindmio Interpolador de Lagrange

Exemplo: Determine o polindmio de grau 3, P,(x), que passa
pelos pontos da tabela abaixo. Em seguida, calcule P,(2).

| x| o | 1 | 3 ]| 4
fi 2 4 5 0
P3(x) = .?_’ZO Lix)f, = Lo(x)2 + Ly(x)4 + Ly(x)5 + M

P5(x)= 2£(x ~3lx I;)(x -4) ]+ 4[x(x - ?(;)(X - 4)} + 5ﬁ(x - 16)(x - 4)]

Py(2)=-1+ 8 + 10 = 17
3 3

3 3 Métodos Numéricos - Interpolagdo

Polindmio Interpolador de Lagrange

Exercicio: Determine o polinémio de grau 3, P5(x), que passa pelos
pontos da tabela abaixo. Em seguida, calcule P4(1,5).

| x| 1] 2 | 3 ]| 4
fi 4 15 40 85

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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Polindomio Interpolador de Lagrange

Erro

Proposi¢do: Seja f (n+1) vezes derivavel o intervalo no
intervalo (a, b) e x,<x; <...<x, €(a, b). Entdo, para
VX € (a, b), x # x; existe um § € (a, b) tal que:

f(X) = Pn(X) H k]j (X - Xk) f(n+l)(&) Erro - E(x) I

’ (n+1)!

E(x) = f(x) = P,,(x) =kT_[O (x = x) i 3(€)
i (n+1)!

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Polindomio Interpolador de Lagrange

Cota parao Erro

Suponha que exista uma contante M tal que [f™Y(x)| < M
para Vx € (a, b). Entao:

[E(X)| = |f(x) = P.(x)]| = kT_[O [(x = x| f"U(E)
- (n +1)!

<10 |(X_Xk)|L
k=0 (n+1)!

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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Polindmio Interpolador de Lagrange

Exemplo: Usando a tabela abaixo, e sabendo que

flx) = e, determine a aproximagdo para e'*5 por
P,(1,45) e calcule uma cota para o erro cometido.

EEENENENER

(x) 2,718 3,320 4,055 4,953

Solugdo:

3
P,(x) =3 L(X)f =Lo(x)2,718+L,(x)3,320 + L,(x)4,055 + Ly(x)4,953
i=0

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Polindmio Interpolador de Lagrange

-nn i
L (x) = | I
0

(x) 2,718 3,320 4,055 4,953

j= ’
jzk

Lo(x) = (x—1,2)(x—1,4)(x—1,6) =(x—1,2)(x—1,4)(x—1,6) =(x—1,2)(x—1,4)(x—1,6)

(1-1,2)(1-1,4)(1-1,6) (-=0,2)(-0,4)(-0,6) -0,048

Li(x)= _ (x=1)(x=1,4)(x—1,6) =(x—1)(x-1,4)(x—-1,6) = (x—1)(x—1,4)(x—1,6)
(1,2-1)(2,2-1,4)(1,2-1,6) (0,2)(-0,2)(-0,4) 0,016

L(x)=  (x=1)(x—-1,2)(x—-1,6) =(x=1)(x-1,2)(x—1,6) = (x—1)(x—1,2)(x—1,6)
(1,4-1)(1,4-1,2)(1,4-1,6) (0,4)(0,2)(-0,2) -0,016

Lix)= _ (x=1)(x=1,2)(x=1,4) =(x-1)(x-1,2)(x-1,4) = (x—-1)(x-1,2)(x—1,4)
(1,6-1)(1,6-1,2)(1,6-1,4) (0,6)(0,4)(0,2) 0,048

10/30/2011
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Polindomio Interpolador de Lagrange

3
P3(x) =5 Li(X)fi = 15(x)2,718 + L;(x)3,320 + L,(x)4,055 + L;(x)4,953
i=0

e N
Py(x) =2,718| (x-1,2)(x-1,4)(x-1,6)| + 3,320 (x=1)(x—1,4)(x~1,6)
L -0,048 ) 0,016

4,055/(x— 1)(x=1,2)(x—=1,6) ) + 4,953[(X -1)(x—1,2)(x—1,4) j

-0,016 0,048
N

P,(1,45) = 2,718{[ (1,45—-1,2) (1,45 — 1,4) (1,45 - 1,6)] /-0,048} +
3,320{[(1,45-1) (1,45-1,4)(1,45—1,6)] / 0,016} +
4,055{[(1,45—-1) (1,45-1,2)(1,45—-1,6)] /-0,016} +
4,953{[(1,45—-1) (1,45-1,2)(1,45—-1,4)] / 0,048} =4,26306

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Polindomio Interpolador de Lagrange

Erro
P;(1,45) = 4,26306
el =4,26311

E(1,45) =el4 - P,(1,45) =4,26311 - 4,26306 =0,00005

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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Polindomio Interpolador de Lagrange

Cota para o Erro

| | < M paraVx € (1, 1,6)
| e®] =4.953 - M >4.953

[El < TT [(x=x)]
k=0

0,00017

M
(n+1)!

[(1,45-1)(1,45-1,2)(1,45-1,4)(1,45-1,6)| 4,953

41

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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