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Paradigma divis&o e conquista

Tempo de execugéo no pior caso € O(n?)
Tempo esperado € O(nlgn)

Constante da notacéo é pequena

Ordenacéo in-place

Usa técnica de algoritmos probabilisticos

Na pratica € melhor que os anteriores em geral
Comportamento complexo
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Algoritmo Quicksort

Principio
Para ordenar um vetor Afp...r]:
# Divisdo 0 vetor é particionado em dois subvetores

néao-vazios Afp...q] e Alg+1...r] t.q. cada elemento

de Alp...q] € menor ou igual a cada elemento de
Alg+1...7].

® Conquista 0s dois subvetores sdo ordenados por
chamadas recursivas ao quicksort

#® Combina Nada a ser feito
Chave Particionamento em tempo linear

Algoritmo Quicksort
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Cadigo do Quicksort

Quicksort(A, p, )

if p < r then
q = particiona(A, p,r)
Quicksort(A, p, q)
Quicksort(A,q+ 1,r)

Chamada Inicial: Quicksort(A, 1,n)
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Particiona Particiona

Problema: Rearranjar um dado vetor A[p...r] e devolver i T

um fndice ¢, p < ¢ <, tais que A \99\33\5577\11\22\88\66\33\44\

Alp...q—1] < Alq] < Alg+1...7]

Entra:
P r
A [99]33]55]77|11]22]88]66]|33]44]
Sai:
p q r
A 3311 ]22]33)44]55]99]66]77]88|
Particiona Particiona

D r 7 J T

A 1993355771122 |88]66 |33 |44 A 1993355771122 |88|66 |33 |44




Particiona

1 J T
A 99]33]55] 77 11]22]88]66]33]14]
1 7 T

A \33\99\55\7?\11\22\88]66\33\4;1\

Particiona
1 J T
A 99]33]55] 77 11]22]88]66]33]14]
? 7 x
A [33]99]55] 77 11]22]88]66]33]14]
1 b T

A [33]99]55] 77 11]22]88]66]33]44]

Particiona
1 J T
A [99]33]55|77]11]22]88 663344
1 7 T
A [33]99]55] 77 11]22]88]66]33]44]
1 7 T

A [33]99]55] 77 11]22]88]66]33]44]

Particiona
1 J T
A [99]33]55|77]11]22]88 663344
1 7 T
A [33]99]55]77|11]22]88]66]33]44]
1 7 T

A [33)11]55]77]99]22]88]66]33]44]




Particiona

Particiona
1 J T
A 99]33]55] 77 11]22]88]66]33]14]
i J x
A [33]99]55] 77 11]22]88]66]33]14]
7 J x

A 33|11 ]55]77]99]22]88]66]33]44]
{ J x
A [33)11]22]77]99 |55 88]66]33]44]

1 J T

A 99]33]55] 77 11]22]88]66]33]14]
i J x

A [33]99]55] 77 11]22]88]66]33]14]
7 J x

A 33|11 ]55]77]99]22]88]66]33]44]
7 J T

A [33)11]22]77]99 |55 88]66]33]44]
1 j oz

A 3311 ]22]77]99]55] 8866|3344

Particiona
1 J T
A 199]33]55]77]11]22]88]66]33]44
1 7 T
A [33]99]55] 77 11]22]88]66]33]44]
1 7 T
A 33|11 ]55]77]99]22]88]66]33]44]
1 7 T
A [33)11]22]77]99]55 88 ]66]33]44]
7 J x

A \33\11\2é77\99\55\88\66\33\44\

Particiona
1 J T
A 199]33]55]77]11]22]88]66]33]44
1 7 T
A [33]99]55]77|11]22]88]66]33]44]
1 7 T
A [33)11]55]77]99]22]88]66]33]44]
1 7 T
A 33|11 ]22]77]99]55 88 ]66]33]44]
i J

A \33\11\2233\99\55\88\66\77\44\




Particiona
1 J x
A 99]33]55] 77 11]22]88]66]33]14]
? 7 x
A [33]99]55] 77 11]22]88]66]33]14]
1 7 x
A [33]11]55|77]99]22]88]66]33]44
7 7 x
A [33)11]22]77]99 |55 88]66]33]44]
[ J
A 3311 ]22]33]99]55]88 66| 77]44|
p q r

A [33)11]22]33 445588667799
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Particiona

Rearranja A[p...rJdemodoquep<¢<re
Alp...q—1] < Alg] < Alg+1...7]

Particiona(A, p,r)

x = Alr] >z € 0 “pivd”
1 =p—1
:forj=patér—-1do
if A[j] <zthen

1=1+1

Afi] — A[j]
Ali+1] < Alr]
8: devolva i+ 1

Nogaswh 2

Invariantes: no comeco de cada iteracao de 3—6,
(i0) A[p...i] <= (i1) Ali+1...j-1] >« (i2) A[r] =«
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Complexidade do Particiona

Quanto tempo consome em fungcdode n :=r —p +17?
linha consumo de todas as execugdes da linha

1-2  =20(1)

3 =0(n)

4 =0(n)

56 =20(n)

7-8  =20(1)

total =0©(2n+4)+ O0(2n) = 0O(n)
Conclusao:

O algoritmo Particiona consome tempo O(n).

Complexidade do Quicksort
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#® Suponha que todas as entradas séo distintas

# Seja T'(n) o tempo de pior caso para uma entrada de

tamanho n
Anélise de Pior Caso

» Entrada crescente ou decrescente

# Particao com o pivo de valor Minimo ou Maximo
# Um lado da articao sempre tera 0 elemento.
Note o tempo do particionamento :

T(0)=06(1)
T(n) =0O(n)
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Analise de Pior Caso Analise de Melhor Caso

Recorrénciaparan=r—p+1 Recorrénciaparan=r—p+1
T(n)=T(0)+T(n—1)+6(n) Caso a parti¢do divida em dois vetores de tamanho n/2, 0
T(n) = T(n—1) + O(n) Série aritmética quicksort roda mais rapido.
T(n) = 6(e") T(n) = 2T(n/2) + O(n)

Conclusao: Nao é melhor que o Insertionsort Mesmo que o MergeSort

Em mais detalhes temos =0O(nlgn)

T(n)= max {T(¢)+T(n—q—1)}+0O(n) paran =3,4,...

0<g<n—1 Apenas para ter intuicao sobre o problema
Arvore de Recursao no Pior Caso Analise de Caso Medio
BB e - n O caso médio do quicksort estd mais préximo do melhor
/ \ caso do que do pior caso.
1 n—1 oo n Suponha que a divisdo é sempre
1/ >—2 = o n—= 1 no 9n
/ \ 10 10
1 n—-3 . n-=2 Recorréncia:
h=n / \
1 e on
9 - 3 T(n)—T(10)+T(1O)+@(n)
A N 2
1 1
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Arvore de Recursio neste caso

n _ n
N
%n o = N

Arvore de Recursio neste caso

Arvore de Recursio neste caso

no _n
9
%n o = N
h =log,yn
g10 / \ \
1 9, 2 81 I )
w" T 100" N
729 0 - n
logigon 1 1000
,,,,,,, = <n
. <n
1
O(nlogn)

n _n
! 10 0 -
h—loglon/ \ / \
1 9, 9 81 I )
L T
1

Analise de Caso Médio

Suponha que alternamos melhor caso /() com pior caso
P(n)

Neste caso temos a recorréncia:

T(n) =2P(n/2)+ O(n))
=2(M(n/2-1)4+0O(n/2)) +O(n))
=2M(n/2 —1)+©(n))
=0O(nlgn)

Continuamos com tempo assintético igual ao do melhor
caso




Quicksort Probabilistico Caso Médio do Quicksort

ldéia: Particionar tomando um pivo aleatério T'(n) Tempo médio esperado para ordenar um vetor com n
elementos
# Tempo de execugao independente da ordem da entrada Recorréncia

» Nao é necessario fazer suposicéao sobre a distribuicao
da entrada 1

1
# Nenhuma entrada especifica produz o pior caso T(n) =~ (T()+T(n—1)+> (T(q)+ T(n - q))) + O(n)
# Pior caso somente é produzido com um gerador de ¢=1
numeros aleatério Note que
1
~((T(1)+T(n—1))) = ~(6(1) + O(n?))
= O(n)
Particiona Probabilistico Caso Médio do Quicksort
Ha duas formas de induzir uma distribuicdo onde todas as Assim
permutacdes da entrada sdo igualmente provaveis.
n—1
Particiona_prob (A4, p, r) T(n) = % S (T(q) + T(n - ) + O(n).
i = random(p,r) g=1
troque A[r] com A[i] Note que cada termo T'(k), para k = 1,2,...,n — 1 ocorre
devolva Particiona(A, p,r) como T'(¢q) e como T'(n — ¢). Juntando os dois termos:
Quicksort ¢ alterado para chamar o Particiona_prob ao -1
invés do Particiona T(n) = 2 T(k) + O(n).
n

k=1
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Caso Médio do Quicksort

Resolvendo a Recorréncia
Método da Substiuicdo: Suponha
T'(n) <anlgn+0b, a,b >0 const.

T(n) = % T(k)+0O(n)
< % (aklgk +b) +O(n)

2
= klgk+ b(n—l)—i—@(n)
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Caso Médio do Quicksort

Fato: 371 klogh < in?lgn — in?

L o

2a ,1
T(n) < =(=nlgn — =
(n) < —(5n"lgn "

<anlgn— Zn—i—Qb—f—@(n)

)—i—%b(n— 1)+ ©(n)

=anlgn+b+ (0(n) +b— %n)

<anlgn-+b

Escolhendo a para §n dominar ©(n) + b
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