Capitulo 1

Introducao a Pesquisa
Operacional

1.1 Introducao

Este curso envolve o estudo de métodos quantitativos para auxilio a tomada
de decisoes (decision making, em inglés), reunidos sob a denominagdo de Pesquisa
Operacional ( Operational Research, na Inglaterra; Operations Research nos Esta-
dos Unidos), Ciéncia da Administracao (Management Science) ou Ciéncia da
Decisao (Decision Science). Os métodos da Pesquisa Operacional visam auxiliar
na selecao da melhor maneira de se operar um sistema, usualmente sob condigoes
que exijam a utilizacao de recursos limitados.

Empresas podem ser vistas como sistemas que visam obter o maior retorno
possivel para as suas atividades, com retorno podendo significar qualidade do servigo
prestado no caso de uma empresa publica, ou lucro financeiro no caso de uma em-
presa privada. Planejar as atividades de uma empresa produtora de bens (ele-
trodomésticos, equipamentos eletrénicos, automdéveis, ...) e de servigos (telefonia,
transporte, energia, ...) significa determinar que decisées a empresa deve tomar,
eventualmente ao longo do tempo e sob condigoes de incerteza, para maximizar o
seu retorno.

Problemas praticos de planejamento podem exigir a utilizacao de sistemas de
suporte a decisao, softwares destinados a apoiar o processo de tomada de decisoes.
Sistemas deste tipo geralmente oferecem opcoes de modelagem matematica e
de métodos quantitativos para tomada de decisdoes compativeis com os modelos
adotados. Os modelos matematicos utilizados em planejamento da producao sao
geralmente modelos de otimizacao, no sentido de que estes modelos prescrevem
obter decisoes 6timas, como minimo custo ou méaximo lucro de produgao, por
exemplo.

Existe um modelo de otimizagao adequado a cada problema de planejamento.
Dé-se o nome de Programacao Matématica ao conjunto de modelos e métodos de
otimizagao utilizados em planejamento da producao, podendo o termo programacao
(programming) ser entendido como sindénimo de planejamento (planning). Os mode-
los e métodos da programagcao matematica constituem um subconjunto dos modelos



2 Capitulo 1. Introducdo a Pesquisa Operacional

e métodos da Pesquisa Operacional. Um estudo introdutério dos principais métodos
da programacao matematica é o objetivo central deste curso.

1.2 Breve Historico

O termo Pesquisa Operacional foi utilizado pela primeira vez na Gra-Bretanha
em 1938 para designar o estudo sistematico de problemas estratégicos e taticos de-
correntes de operagoes militares. Numa atuagao classica, um grupo de especialistas
(matemadticos, fisicos, engenheiros, ...) foi designado para avaliar e reposicionar ade-
quadamente os radares do sistema de defesa aérea da Gra-Bretanha antes e durante
a Segunda Guerra Mundial. Outras aplicagdes militares incluiram o planejamento
de operagoes de comboios, bombardeios e de guerra anti-submarina.

Apés a Segunda Guerra Mundial, muitos dos especialistas que estiveram envol-
vidos no planejamento de operacoes militares deram continuidade a suas pesquisas,
agora visando também operagoes nao militares. Provavelmente o desenvolvimento
metodoldgico mais importante do periodo pds-guerra foi o Método Simplex, por
George Dantzig, em 1947, para a resolucao de problemas de Programacao Li-
near, isto é, de problemas de planejamento nos quais sao utilizados modelos de oti-
mizagao lineares. O surgimento de computadores digitais na década de 1950 tornou
possivel desenvolver e utilizar novas metodologias para resolver uma grande varie-
dade de problemas praticos. A medida que a capacidade computacional disponivel
foi crescendo, tornou-se possivel resolver problemas cada vez mais complexos. Essa
tendéncia se verifica até os dias de hoje.

1.3 Problemas de decisao

Problemas de tomada de decisdo sdo freqiientes no dia-a-dia. Escolher que
trajeto seguir para ir de um ponto a outro da cidade ou que refeicao pedir num
restaurante sado exemplos tipicos. Nestes casos é preciso selecionar uma alternativa
dentre varias outras possiveis de maneira a satisfazer um ou mais objetivos, como
minimizar o tempo de trajeto no primeiro caso e o consumo de calorias no segundo.

Nem sempre o problema de tomada de decisao possui um 1nico objetivo ou
0s objetivos do problema sao completamente mensuraveis. Exemplo: um aluno
recém—formado recebe trés propostas de emprego, resumidas na Tabela 1.1. Se o
objetivo visar o maior salario inicial, a melhor decisao é pela Empresa A; se visar o
maior potencial para desenvolvimento pessoal e profissional, a Empresa B; se visar
a melhor localizacao, a Empresa C. Embora existam poucas alternativas, nenhuma
delas é melhor do ponto de vista de todos os objetivos. Neste caso, o tomador de
decisdao pode ponderar os objetivos, isto é, atribuir pesos (normalmente subjeti-
vos) aos objetivos de saldrio, potencial e localizagdo, e decidir pela empresa que
forneca a melhor ponderagao.
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Tabela 1.1: Dados para decisao sobre emprego.

Alternativas  Saldrio Potencial de Localizagao
Inicial  Desenvolvimento da Empresa
Empresa A R$ 4000 Médio Médio
Empresa B R$ 3600 Excelente Bom
Empresa C  R$ 3700 Bom Excelente

Intuigao e experiéncia prévia ao lidar com problemas similares sao as pricipais
caracteristicas empregadas pelos chamados métodos qualitativos para tomada
de decisoes.

Métodos quantitativos

Se o tomador de decisao é inexperiente no tipo de problema considerado, ou
se este é complexo o bastante para que intuigao e experiéncia nao sejam suficientes,
entao a adogao de métodos quantitativos pode ser importante para se chegar
a uma decisao final. Por métodos quantitativos entenda-se métodos baseados em
dados quantitativos e em modelos descritos por expressoes matematicas que os
relacionam. Métodos quantitativos sao especialmente titeis quando:

1. O problema é complexo e nao se consegue chegar a uma solugao adequada
sem o emprego de andlise quantitativa;

2. O problema é importante — envolve questoes de seguranca, por exemplo — e
uma andlise completa antes da decisao é necessaria;

3. O problema é novo e nao se dispoe de experiéncia prévia que permita antecipar
o tipo de decisao a ser tomada;

4. O problema é repetitivo e a decisao pode ser tomada de forma automatica, o
que economiza tempo e esforgo.

Diferentemente do processo de decisao baseado em métodos qualitativos, ge-
ralmente centrado na experiéncia que o tomador de decisao acumulou ao longo dos
anos, decisoes baseadas em métodos quantitativos requerem uma estruturacao do
problema, seguida de sua representagao matematica e da utilizagao de métodos de
andlise apropriados. A saida produzida pelo método quantitativo adotado é entao
recomendada ao tomador de decisao.

Os métodos qualitativos e quantitativos devem ser vistos como complementa-
res. A experiéncia acumulada pelo tomador de decisao é importante para guiar a
escolha e a utilizacao de métodos quantitativos, enquanto que a andlise das decisoes
decorrentes do emprego de métodos quantitativos ajuda o tomador de decisao a
aumentar sua intuicao e conhecimento sobre o problema, realimentando o processo
de tomada de decisao.

Contrariamente a abordagem qualitativa, ganha-se habilidade na aplicagao
da abordagem quantitativa ao se estudar sistematicamente as hipéteses e as carac-
teristicas particulares dos métodos quantitativos utilizados como ferramentas para
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tomada de decisoes. A principal caracteristica destes métodos é o emprego de mo-
delos matematicos para descrever problemas e avaliar o impacto das decisoes
tomadas.

1.4 Modelos matematicos

Dependendo do objeto de estudo, os métodos quantitativos podem empregar
basicamente dois tipos de modelos: concretos ou abstratos. Modelos concretos ou
fisicos sao utilizados, por exemplo, em estudos de aerodinamica, quando uma versao
em escala reduzida de uma aeronave em projeto é submetida a testes em tineis—de—
vento. Modelos abstratos ou matematicos sao mais freqiientemente utilizados para
descrever fendmenos como movimento e equilibrio de corpos fisicos, crescimento
populacional e variagoes climéticas, entre outros. Eventualmente pode-se utilizar
modelos abstratos numa etapa preliminar a construcao de modelos concretos, como
forma de excluir alternativas para o projeto aerodindmico de uma aeronave, por
exemplo.

Modelos matematicos sao usados para descrever problemas de planejamento,
mas, como em outras areas do conhecimento, devem ser vistos como aproximagoes
dos problemas reais que procuram retratar. Para que seja 1til, um modelo de plane-
jamento deve capturar os aspectos essenciais do problema, o que exige habilidade na
tarefa de modelagem. Para se chegar a resultados significativos a partir de modelos,
uma boa capacidade de anélise é também fundamental. Habilidade e capacidade de
andlise podem ser adquiridas por meio da experiéncia pratica e do entendimento da
teoria por trds dos modelos matematicos.

Como modelos sao aproximagoes de realidades, uma abordagem progressiva,
que poderia ser vista como uma aplicagao do Método Cientifico a problemas de
tomada de decisoes, é quase sempre utilizada. Os principais passos dessa abordagem
seriam os seguintes:

1. Defina o problema a ser resolvido;
2. Construa um modelo para o problema;
3. Obtenha uma solugao baseada no modelo;
4. Verifique se a solugao é realista.
— Se Sim, va para 5; se Nao, volte para 2;

5. Implemente a solugao obtida.

Definicao do problema

A defini¢ado do problema envolve delimitar seu escopo, descrever que quanti-
dades representam dados, que quantidades podem ser manipuladas, que objetivo
deve ser atingido e que eventuais limitagbes podem atuar no sentido de restrin-
gir as quantidades manipuladas, isto é, as alternativas de solugao (decisdo) para o
problema.
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Construcao do modelo

A construcado de um modelo comeca pela adocdo de uma notacdo apropri-
ada para as principais quantidades presentes na definicdo do problema. E comum
denotar por

L1y T2y vy Ty

as (por hipétese) n quantidades manipuladas do problema. Dé-se o nome de
varidveis de decisao a estas quantidades. Os dados do problema podem ser repre-
sentados por outras letras do alfabeto e sao também referidos como parametros
do problema. O passo seguinte é redefinir matematicamente o problema por meio
de férmulas, relagoes matematicas ou proposicoes. Uma férmula denominada
de funcao—objetivo ¢é utilizada para descrever como o objetivo do problema é in-
fluenciado pelos valores das varidveis de decisdo. Relagbes matemaéticas envolvendo
os simbolos =", <" ”>” e proposicoes gerais sao empregadas para descrever
eventuais restrigoes para a escolha de valores para as varidveis de decisao.

Os modelos matematicos normalmente adotados para problemas de planeja-
mento sao prescritivos, no sentido de que prescrevem como o tomador de decisao
deve agir para que a solucao derivada do modelo cumpra o objetivo proposto. A
prescricao quase sempre € otimizar a funcdo—objetivo sujeito as restrigoes, sendo
que otimizar pode significar, dependendo do objetivo do problema, minimizar ou
maximizar, isto é, determinar os valores das varidveis de decisao que conduzem
ao menor ou maior valor para a fungao—objetivo. Um modelo sintético, prescritivo,
para o problema de decisao seria

otimizar (fungido—objetivo)
sujeito a (restrigdes).

Representando as varidveis de decisao por meio do vetor n-dimensional x =
(z1,22,...,Zn), é possivel expressar tanto a funcdo—objetivo como as restrigbes em
termos de z. Sejam f : R" — Reg; : R" - R, ¢ = 1,2,...,p, fungoes de n
varidaveis, a primeira associada a fungao—objetivo e as p seguintes as restrigoes do

” ”

modelo. Denotando por "~” qualquer das relagoes ”=", <", 7>”_ obtém-se o
modelo prescritivo na forma simbdlica

otimizar f(x)

sujeito a ¢1(x) ~1 by,
g2(x) ~2 ba, (1.1)
9p(@) ~p bp,
no qual b;, i = 1,2,...,p sao valores constantes. E comum referir-se a (1.1) como

modelo ou problema de otimizacao associado ao problema de decisao.

Exemplo 1.1 A construcao de tanques para armazenagem de produtos é comum
na industria petroquimica. Considere o problema de projetar um tanque cilindrico
com capacidade volumétrica minima de V m3. O objetivo do projeto é obter um
tanque com a menor superficie total possivel.
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A forma do tanque é determinada pelo raio das areas circulares e da altura do
cilindro que o representa. E natural entdo definir as varidveis de decisdo, z; e 2,
como raio e altura do tanque, em metros, respectivamente. Em termos das variaveis
de decisao, a superficie total do tanque é dada por

2mx? 4 2w Xo. (1.2)

A primeira parcela de (1.2) é a superficie das (duas) areas circulares. A se-
gunda parcela é a superficie da area lateral. O volume do tanque é max3xy (drea da
base vezes a altura). Além disso, por representarem comprimentos, as varidveis de
decisao podem assumir apenas valores nao negativos, isto é, deve-se impor z; > 0
e xo > 0. O problema de otimizagao associado ao problema de projeto seria

minimizar 27r:r% + 27T To
sujeito a mc%xg >V,

1 > 0,

) Z 0.

(1.3)

Em termos da formulagao geral (1.1), n = 2, m = 3, f(z) = 272} + 27129,
g1(z) = mxixe, go(x) = 21, g3(x) = T2, by =V, by = b3 = 0 e as restrigdes sdo do
tipo 7 >7. O

Obtencao de uma solucao

Vetores x = (x1,x2,...,x,) de varidveis de decisdo representam possiveis
solugdes para o problema de otimizac¢do (1.1). Uma solugao é viavel — em geral
existem inumeras solugoes vidveis — se satisfaz todas as restrigdes do problema; uma
solugao é inviavel, caso contrario. No Exemplo 1.1, qualquer solugao com raio e
altura nao negativas gerando um cilindro de volume maior ou igual a V é vidvel.
Uma solugao é 6tima — podem existir iniimeras solugoes 6timas — se produz o menor
(maior) valor para a fungdo—objetivo; uma solugao é subétima, caso contrario.

Quando o problema de otimizagao é simples, pode-se obter solucoes 6timas
(vidveis) lancando-se mao das condigoes de otimalidade aplicdveis ao problema.
O estudo de condicoes de otimalidade é um dos objetivos do curso e serd desen-
volvido oportunamente. Por hora registre-se apenas que a solugao 6tima para o
problema de otimizagéo (1.3), obtida a partir de condigdes de otimalidade, é

v /3 A\ /3
] = (277> , xy= (77) = 2z7.

A solugao 6tima encontra-se parametrizada por V' (volume). A superficie total é
minimizada quanda a altura do tanque ¢é igual ao didmetro da sua base.

O estudo de métodos numéricos voltados para resolucao de problemas de oti-
mizagao em computadores é outro objetivo do curso. Um método é exato quando
é capaz de gerar uma solugdo 6tima a* = (x¥,z3,...,x}) para o problema (1.1).
Entretanto, existem problemas de otimizagao complexos o bastante para tornar a
aplicagao de métodos exatos impraticavel, porque isso implicaria em tempos de
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processamento infinitos para todos os propdsitos praticos. Para problemas desta
natureza pode-se adotar um método heuristico. Enquanto que nos métodos exa-
tos todo o conjunto de solugbes vidveis é explorado com vistas a obtencao de
uma solucao 6tima, nos métodos heuristicos apenas um subconjunto apropriado
de solugoes vidveis é explorado visando-se obter uma boa solugao em tempo de
processamento razoavel.

Validacao da solucao

Este etapa do processo envolve verificar se o modelo adotado e a solucao
obtida por meio dele sdo compativeis com a realidade do problema. Se todas as
caracteristicas relevantes do problema tiverem sido levadas em conta na modelagem,
a solugao obtida sera implementédvel. Caso contrario, um novo ciclo de modelagem
e obtencao de solucao terd de ser desenvolvido. Suponha, por exemplo, que a drea
da base do tanque revela-se maior do que a area disponivel para colocid-lo, um
aspecto que nao foi considerado inicialmente na modelagem. Uma possibilidade
seria definir um raio méaximo Z; para a base e incorporar ao modelo uma restrigao
do tipo 1 < Z;. Uma nova solugao étima seria obtida, e o processo repetido, até
que nao mais restassem diferencas significativas entre modelo e realidade.

Implementacao da solucao

A implementacao de uma solugao validada envolve transformar a solucao,
obtida a partir do modelo, em um conjunto de instrugoes na linguagem operacional
usada pelos administradores do sistema.

1.5 Programacao matematica

A utilizacdo de modelos de otimizacao caracteriza os métodos da progra-
macao matematica. Um modelo de otimizagdo pode ser genericamente classifi-
cado como deterministico ou estocastico, em relagao ao grau de precisao com
que os parametros do modelo sao conhecidos, monoobjetivo ou multiobjetivo,
em relagao ao numero de fungoes—objetivos utilizadas no modelo, e dindmico ou
estatico, em relagao a capacidade do modelo de representar decisoes por etapas ou
estagios.

Modelos de otimizagao deterministicos monoobjetivos estaticos sao abordados
na maior parte deste curso. Uma classificagao dos principais modelos de otimizagao
discutidos no curso baseada na natureza das varidveis de decisao e das diversas
funcoes presentes do modelo é apresentada a seguir.

Programacao linear

Modelos de programagao linear envolvem varidveis de decisao que podem as-
sumir qualquer valor real. A funcao—objetivo e as funcgbes que descrevem restrigoes
sao lineares, isto é, assumem a forma

Qa1T1 + QT + -+ + QT (1.4)
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na qual a1, as,...,a, e [ sdo valores reais conhecidos.

Programacao inteira

Os modelos de programagao inteira diferem dos modelos de programagao linear
pela inclusao da restricao adicional de que todas as varidveis de decisao podem
assumir apenas valores inteiros.

Programacao nao-linear

Modelos nao—lineares envolvem variaveis de decisao que podem assumir qual-
quer valor real, mas ou a fungao—objetivo ou alguma funcao presente nas restrigoes
nao pode ser expressa na forma (1.4). (Vide Exemplo 1.1.)

1.6 Softwares

A maioria dos métodos da programacdo matematica encontra-se implemen-
tada computacionalmente em softwares comerciais, como o MATLAB/Optimi-
zation Toolbox ou XpressMP, a serem adotados. O curso procurard enfati-
zar os aspectos de modelagem dos processos de tomada de decisao e discutir os
métodosmais adequados aos diferentes modelos de otimizagao gerados.



