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Programa do curso:

Semana 1: Apresentacao da disciplina
Introducéo a Programacéo Linear
Resolucao de problemas de PL pelo Método Grafico
Semana 2: Formulacao em programacao linear
Resolucéo computacional de problemas de PL
Semana 3: Resolucéo de problemas de PL pelo Método Simplex
Semana 4: Problemas com solugdes iniciais (Método das 2 fases e o Big-M)
Semana 5: SBPO
Semana 6: Degeneracao, Ciclismo e convergéncia do Método Simplex (2h)
Semana 7: Prova 1
Feed-back Prova 1
Semana 8: Programacao por metas

Entrega e correcao do Trabalho 1
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Método Simplex para problemas de minimizacao:

ALTERNATIVAS:

1. RESOLVER COMO UM PROBLEMA DE MAXIMIZACAO DE - Z

FO: MIN Z = 2*x, - 3*X, > MAX -Z = -2*x, + 3*X,
SA X, +X,54
X1 X2 X3 X4 RHS
X1-X;<6 Z 2 3} 0 0 0
Xl’ X2 > O X3 1 1 1 0 4—
X4 1 -1 0 1 6
Z 5 0 3 0 12
X3 1 1 1 0 4
X4 2 0 1 1 10

COMO -2=12 = Z=-12
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Método Simplex para problemas de minimizacao:

ALTERNATIVAS:

2. MODIFICAR O METODO SIMPLEX

Inicializacao:

Encontrar uma solucao basica viavel ( B).

Passo principal:

Seja z, - ¢, = Maximo {z; - ¢;: ] € R}. Se z, - ¢, < 0 pare - a solucao e dtima.
Caso contrario examine y,.

Se y, <0 pare — a solugao otima e ilimitada.

b
Se y, £ 0 determine o indice r como: r = Minimoy—:vy; >0
lism | Vik

Atualize o tableau pivotando em vy, (atualize as variaveis basicas e as nao
basicas com x, que entra na base e x; que sai).

Repita o passo principal
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Método Simplex para problemas de minimizacao:

ALTERNATIVAS:

2. MODIFICAR O METODO SIMPLEX

FO: MIN Z = 2*x, - 3*X,

SA X, +X,54

X, - X, < 6 X1 X2 X3 X4
z -2 3] 0 0
X1, X, 20 X3 1 1 1 0
X4 1 -1 0 1
Z -5 0 -3 0
X3 1 1 1 0
X4 2 0 1 1
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A matematica do método simplex:

FO: Maximizar Z = 4,0*X ..qeira T ©,0™Xquminio
S.A. 1,5 nadeira T 40 Xaquminio < 24 [ 1,5X;+ 4,0x,+ 1X, =24
3’O*Xmadeira + 1’5*Xalum|'nio <21 — < 3,OX1+ 1,9X%, + 1X%, =21
1’O*Xmadeira + 1’O*Xalum|'nio <38 1,OX1+ 1,OX2 + 1X5 = 8
Xmadeira: Xaluminio = 0 X1, Xo, X3, X4, Xg2= O
\
Xq 4
X, 6 15 4 100 24
X=X3,C=O,A:31,5010,b:21
X 0 1 1 00 1 8
X5 0
: Maximizar c'x

S.A. Ax=b, x=0



" o

CondicOes especiais — multiplas solucdes otimas:

Maximizar Lucro = Z = 6,0*X,,,qeira
A
o
£
E —
>
©
>
%) e SO T LR,
4'.,}1;!;? S %?‘ ‘:?\
_[aa e /
u:!”" #IT': 1- j" ‘;r T‘:
;;?* AL B *i‘"ﬁ
Lo AN
‘E: :"I-'L r:h N fﬁ:;& I‘._..!:* rl 1|. ﬁ%
a L & n,_'ﬁ.‘-_ .|'.,.' L. B & -.: H .I'...'
E .ﬂ“ AN g :E i s L
_*rl"-}ﬂ:' .-: ? I'. 'I:;;l.}""‘ H ": &
SR g 2l :a'i"!'f e ff"‘.?r 2l a'i
e P LT ‘{Eq-." e M R
¥ ¥.F "j?' 1;? I .ﬁ-.
iy AL N ot IR
Xmadeira

+ 6’O*Xaluml'nio

Z X1 Xo X3 X4 X5 RHS

1 -6 -6y 0 0 0 0
X3 | 1,5 4 1 0 0 24—
X4 3 15 0 1 0 21
X5 1 1 0 0 1 8

Z X1 Xo X3 X4 X5 RHS
1 |-15/4y O 3/2 0 0 36
Xo | 3/8 1 1/4 0 0 6
Xs |1 39/16 0 -3/8 1 0 12
Xs | 5/8 O -1/4 0 1 2 —
Z X1 X X3 X4 X5 RHS
10 o (O O 6 48
Xo | O 1 2/5 0 -3/5 24/5
Xa | O 0 3/5 1 -39/10 21/5
X1 | 1 0 25 0 8/5 16/5
Z X1 X X3 X4 X5 RHS
110 O o (0 6 48
X2 | O 1 0 -2/3 2 2
X3 | O 0 1 5/3 -13/2 4
X1 | 1 0 0 2/3 -1 6
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Casos — Solucao ilimitada:

X3

A

Pie 3
.*-»“‘,_'g,f

v

r
-

~
i

[

R RN %
= b T A s

o it
b L'i?.,ﬂ:

Max Z=X; + X, — MaxZ-x;-X,=0

SR e e
5 =
b
X1 X2 X3 X4 RHS
Z -1 -1 0 0 0
X3 0 1 1 0 2—
X4 -1 2 0 1 4

S.A. X,£2 ( IX, + X =2
X, + 2X, <4 -Xp + 2X, T X, =
Xy, X, 20
X1, X, 20 .
.
X1 X2 X3 X4 RHS
z | -1 0 -1 0 -2
X2 | O 1 1 0 2
X4 | -1 0 -2 1 0
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A matematica do método simplex:

Xq 4
Xo 6 15 4 1 0 O 24
X=|X3|,Cc=|0 A= 3 15 0 1 O b=|21
Xy 0 1 1 0 0 1 8
X5 0
Em cada iteracao:
4 Xg = B1b
w=cg'.B!

< z=w.b =cg.Btb

Y y =Bt a
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A matematica do método simplex:

Tableau inicial

X1 X2 X3 Xa w Xs RHS
z| 4 6 10..0..00 L0
X3 1,5 4 1 0 0 24 -----
X 3 15 0 1 04 2
Xs | 1 1 0 0 1 8

B-1 B-1.b
Base: X3, X, € X
15 4 100 0)) S (roo
A=/ 3 15 0 1 0|.%=|0|| xg=B7b=/0 1 O
100" (100 TB‘l(ooo(l)
Bl-|0 1 0| =lo 1 0| VT®" 7 :
0 0 1) 0 0 1] 7 —whb=0

w.b

24 24

21 (=] 21

8 8

00

1 0/=(0 0 0
0 1
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A matematica do método simplex:

Apos 1 iteracao

/ X1 X2 X3 X4 w Xs RHS
1 | -7/4 O 132 0 0] .36 |wb
X2 3/8 1 i 1/4 0 Oi i 6
xs |39/16 0 [ -38 1 0| 12
Xs | 5/8 O '-v4 0 1i| . 2
B-1 B-Lb
Base: X,, X, € Xz
\ 1/4 0 0\(24) (6
>4 100 ° xg=Bb=|-3/8 1 0| 21|=|12
A=|3 15 01 0|, %=|0 _1/4 0 1)l 8] |2
1 H HE 0 \ 14 0 0
4 0 ot rya o oy w=g'Bt=(6 0 0)-3/8 1 0
B1={3/2 1 0| =/-3/8 1 0 -1/4 0 1
1 01 _1/4 0 1)| w=(3/2 0 0)

J Z=wb=36
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A matematica do método simplex:

Tableau final
Z X1 Xo X3 Xg W Xsg RHS
1] 0 O 45 0 145 i 2085 |wb
X 0 1 2/5 0 -3/5 - 24/5
X4 0 0 - 3/5 1 -39/10 | | 21/5
x1 | 1 0O 25 0 85 || |16/5
B-1 B-1.p

2[5 0 -3/5\(24 4,8

15 4 100 6 xg=Bb=| 3/5 1 -39 21|=|42

A=|'3 15 0 1 0|, %=|0 ~2/5 0 8/5]) 8] |32

1 1 001 4 > 2/5 0 -3/5

Tp-1

_ —¢.'B1=(6 0 4) 3/5 1 -39

4 0 3/2YY (2/5 0 —35 VT ( e o a/e
B1=/3/2 1 3| =35 1 -39 B

1 0 1 _2/5 0 g/5 )| w=(08 0 28)

J Z=wb=41,6
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Problemas com solucdes iniciais:

Método simplex: inicia-se com uma solucao basica viavel e move-se para uma
solucéo basica melhorada até que o ponto 6timo seja atingido (ou se obtem

uma solucéo ilimitada).

PROBLEMA: para iniciar o método deve haver uma solucao basica viavel (B).

CASO SIMPLES: todas as restricoes sao do tipo AX < b, x 20 (b > 0)

S.A. 1,5, +4,0"x, <24
3,07, +1,5°x, <21
1,0"x; + 1,0*x, <8

X1, X, 20

[ 1,5x,+ 4,0%,+ 1,0, =24
) 3,0x,+ 1,5%, +1,0x, =21
1,0x,+ 1,0x, +1,0x; = 8
X1, X5, X3, X4, X2 0

—> SOLUGAO BASICA VIAVEL (B): X,=X,=0 X,=24 X,=21 X.=8 (x=0 e x,=b)
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Problemas com solucdes iniciais:

CASOS COMPLICADOS: restricdes do tipo Ax > b, x >0 (b > 0)

S.A. 1,5%, + 4,0%x, > 24 [ 1,5x,+ 4,0x, - 1,0, =24
3,0"%, +1,5°x,>21 ) 3,0x,+ 1,5x, - 1,0%, =21
1,0%x, + 1,0"x, > 8 1,0x,+ 1,0x, -1,0x; = 8

X1, X, 20 k X1, X5, X3, X4, Xg2= 0

— NAO HA SOLUCAO BASICA VIAVEL (B): X, =X, =0 X,=-24 X,=-21 X, =-8
VARIACOES:

AXx <b,x 20 (b <0) 7" 1,5%x; +4,0*X, <-24 — 1,5*x; + 4,0"x, + 1,0*x; = -24

Ax =b, x =0 1,5*x, +4,0*%x, = 24 > 1,5"x, +4,0"*x, =24
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Problemas com solucdes iniciais:

ALTERNATIVA: variaveis artificiais

S.A. 1,5%, + 4,0%, > 24 [ 1,5%,+ 4,0x, - 1,0x, +1,0xg =24
3,0%, +1,5*x, > 21 3,0x,+ 1,5X%, - 1,0x, +1,0x, =21
1,0*x, + 1,0"x, < 8 T 1,0x,+ 1,0x%, + 1,0Xg = 8

Xy, X, 20 X, X Xz, X4y X5, Xg, X; =2 0

N
—SOLUGAO BASICA VIAVEL (B): X; =X, =X;=X,=0
Xx=0ex,=Db
X5 =8 X, =24 X, =21
VARIAVEIS ARTIFICIAIS E UM MECANISMO PARA SE OBTER UMA
SOLUCAO BASICA VIAVEL (INICIAL).
PROBLEMA: o PPL foi modificado

PARA REESTABELECER O PROBLEMA ORIGINAL DEVEMOS FAZER
COM QUE AS VARIAVEIS ARTIFICIAIS TENHAM VALOR 0.
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Big-M:

Resolva o problema de programagao linearcomx =0ex_,=Db
MINIMIZAR cXx + Mx,
SA AX+Xx,=Db

X, X,20
Exemplo: MINIMIZARX, -2x, |  MIN X, - 2X, +Mx, +MX,
SA X +X,22 S.AA. X +X,-Xg + Xg =
) X X, 21 X X, =X, +X, =
< X, <3 X, + Xg =
-6 X;, X, 20 X1 Xo y X3, Xq4 X5, Xg, X, 20
x Z X1 Xo X3 X4 X5 X6 X7 RHS
1 -1 2 0 0 O -M -M 0
Xe | 1 1 -1 0 0 1 0 2
/ X7 | -1 1 o -1 0 0 1 1
| " Xxs | O 1 0 0 1 0 0 3
2 X,
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Big-M:

RHS

>
)

A

~
x

]
.

2M

3M

1—

-2+M

1—

2
-2,5
Yo
1,50

1,50

-M

-1+M  2+M

2+2Mv -M -M

-1

-2-2M

0

0 -M 2+M

1+2M+v

1
-1,5-M
ez
Yo

1 0
1,5 0 -¥%M

0 Yo

0 Yo

Yo
1

0
Yo
1/
1

1,50

15

Yo

Z

Z
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Big-M:

RHS

A

-2,5

15—

1,50

150

1—

0 -1>~M  -1,5-M

1,5¢

Yo
KV

1
Yo
1,50

Yo
Yo

Yo
1y

1
Yo

15

2v

— Solucéo o6tima

0,x,=3

Z=-6

Xq
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Big-M: quando nao ha solucbes basicas viaveis

A

X3

o

F.O. MIN 2*x, + 4*x,

S.A. 1,5%X; + 4,0"x, = 24
3,0, + 1,5*X, > 21
1,0*°x, + 1,0"x, < 8

X1, X, 20

!!'!!5/!/!!10

v

:5:.\4\:1:0::::1:54\==X1
4
1,5x;+ 4,0x, - 1,0x, + 1,0%, =24
< 3,0x,+ 1,5X%, - 1,0x, +1,0x, =21
1,0x,+ 1,0x, + 1,0Xg = 8
L X Xy, X3, X4, X5, Xg, X, =2 0
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Big-M: guando nao ha solucdes basicas viaveis

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 RHS
Z -2 -4 0 0 0 -M -M 0
Z -2+1,5M -4+4M -M 0 0 0 -M 24M
Z -2+4,5M -4+55Mv -M -M 0 0] 0 45M
X6 15 4 -1 0 0 1 0 24—
X7 3 15 0 -1 0 0 1 21
X5 1 1 0 0 1 0 0 8
Z [-05+24375M vy O -1+0,3/5M  -M 0 1-1,375M 0 24+12M
X0 0,375 1 -0,25 0 0 0,25 0 6
X7 2,4375 0 0,375 -1 0 -0,375 1 12
X5 0,625 0 0,25 0 1 -0,25 0 2>
Z 0 0 0,8-0,6M -M 0,8-39M 0,8-0,4M 0 |25,6+4,2M
X2 0 1 -0,4 0 -0,6 0,4 0 4,8
X7 0 0 -0,6 -1 -3,9 0,6 1 4,2
X1 1 0 0,4 0 1,6 -0,4 0 3,2

COMO HA VARIAVEIS

ARTIFICIAIS NA BASE, NAO HA
SOLUCOES BASICAS VIAVEIS.




" ol

Método das duas fases:

FASE 1: resolva o problema de programagéao linearcomx =0e x,=Db
MINIMIZAR 1Xx,
SA AX+Xx,=Db

Se ao chegar na solucao 6tima x,#0, o problema original ndo tem solugéo viavel.

Se x,=0 va para a fase 2.

FASE 2: resolva o problema de programacao linear original uitlizando a solucao da
fase 1 como solucéo basica viavel (B) > xz =B-lb e x,=0
MINIMIZAR CgXg + CyXy
S.A. xg + B-INx =B1b

Xg, Xy 20
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Método das duas fases:
Exemplo: MINIMIZAR X, - 2x, |

MIN Z - x; + 2X,

SAA. X +X,22 SAA X+ X,-Xg + Xg =
- X X, 21 - X, + X, - Xy + X, =
X, <3 X, + X =
Xy, X, 20 ) X1 Xo y X3, X404 X5, Xg, X, 20
FASE 1: MIN Xg + X,
SAA. X+ X=X, + Xg =
"Xy T Xy o Xy t X7 =
X, + X =
X1 Xo y X3, Xg4 X5, Xg, X, 20
Z X1 X5 X3 X4 X5 X6 X7 RHS
1 0 0 0 0 -1 -1 0
Xg 1 1 -1 0 1 0 2
X7 | -1 1 0 -1 0 0 1 1
Xs5 0 1 0 1 0 0 3
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Método das duas fases:

— O

o o

— M

— O

o o

O -

o o
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Método das duas fases:

Z X1 X5 X3 X4 X5 X6 X7 RHS
1 2 0) -1 -1 0 0) -2 1
Xe 2 0) -1 1 0 1 -1 1 —
Xo -1 1 0) -1 0) 0) 1 1
X5 1 0) 0) 1 1 0) -1 2
Z X1 X5 X3 X4 X5 X X7 RHS
1 0 0] 0] 0 0) -1 -1 0
X1 1 0] -1 Yo 0) Y -1 Yo
X2 0 1 Y2 Y5 0) Yo Yo 3/,
X5 0) 0 Y Yo 1 Yoo Y 3/,
— Fim da FASE 1: solucéo basica viavel o !
X, =1/2, x, = 3/2, x5 = 3/2 .
Z=0
AN
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Método das duas fases:

FASE 2:
Z X1 X5 X3 X4 X5 RHS
1 -1 2 0 o) 0 o)
xx | 1 0 % % 0| %
X, | 0 1 % % 0| %
xs | 0 0 % % 1| 3,
Z X1 Xo X3 Xa X5 RHS
1 0 2 Yo Yo 0 Yo
X1 1 0 ) Yo 0 Yo
X5 0 1 Y% Y2 0 3/ 2
xs | 0 0 Y% % 1| 3,
)

Z X1 X5 X3 Xa X5 RHS
1] 0 0 % 3 0 -/,
X1 1 0 ) Yo 0 Yo
X2 0 1 Yo Yo 0 3/,
xs | 0 0 Y% % 1| 3,




" ol

Método das duas fases:

— (N «

O O -

— O O

T

O -0

AN M

— —

— O O

O O -

— Fim da FASE 2: solucao 6tima

=0, x, =3
-6

Xq

Z =
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Para casa:
e Lista de Exercicios 4

e Leitura Winston: 4.6 a4.8; 4.12 e 4.13





