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Programa do curso:

Semana 1: Apresentacao da disciplina
Introducéo a Programacéo Linear
Resolucao de problemas de PL pelo Método Grafico
Semana 2: Formulacao em programacao linear
Resolucéo computacional de problemas de PL
Semana 3: Resolucéo de problemas de PL pelo Método Simplex
Semana 4: Problemas com solugdes iniciais (Método das 2 fases e o Big-M)
Semana 5: SBPO
Semana 6: Degeneracao, Ciclismo e convergéncia do Método Simplex (2h)
Semana 7: Prova 1
Feed-back Prova 1
Semana 8: Programacao por metas

Entrega e correcao do Trabalho 1
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Eliminacao Gaussiana (Pivoteamento, Gauss-Jordan):

E um método direto para solucéo de sistemas de equacdes lineares.

Propriedade: A solucao do sistema Ax = b nao se altera se o submetermos a
uma sequéncia de operacdes do tipo:

I. Multiplicacdo de uma equacéao por constante nao-nula;
ii. Soma do multiplo de uma equacéao a outra;
lii. Troca da ordem das equacoées.

] {2x1+4x2:4 2 4141 O
X. —
2X; +3X, =6 2 3|60 1

1 0] 6 |-32 2
0 1/-2 1 -1
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Eliminacao Gaussiana (Pivoteamento):

{2X1+4X2:4 A:(z 4] b:(4j

2%, + 3X, = 6 2 3 6

2 4141 O 1 21211/2 0 1 0| 6 |-32 2
> >

2 3/6/0 1 O -1/12| -1 1 O 1|-2 1 -1

BRI
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Formas de Representacao:

»Formato padao: todas as restricoes sao igualdades e todas as

variaveis sao nao-negativas.

» Formato canodnico: (problema de minimizac&o) todas as

variaveis sao nao-negativas e todas as restricbes sao do tipo > .

STANDARD
FORM

CANONICAL
FORM

MINIMIZATION PROBLEM

MAXIMIZATION PROBLEM

Minimize } cx, Maximize ) c;x,
=1 =1
n ;4 n
Subjectto ¥ a . x/=b  i=1,...,m Subjectto Y a,x,=b, i=1l...,
J=1 J=1
x;20 ¥ o S n X2 0 5 i i T
n n
Minimize ) €;X; Maximize €X;
) Jj=1 j=1
n n =
Subjectto ). a;,x; 2 b, i=1....,m Subjectto ) a,x,<b i=1,...,
J=1 j=1
IJ-EU' j=1,...,n IJEB J=1,
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Problema de mix de producéo:

FO: Maximizar Z = 4,0*X,,geira T 6,0*X

S.A. 15 madeira + 40 Xaiuminio < 24 [ 1,5x,+ 4,0%,+ 1x,
3,0"Xmadeira T 1,9 Xauminio €21, ¢ 3,0x,+ 1,5x, + 1X,
1,0 mageira + 1,0 Xauminio < 8 1,0%,+ 1,0X, + 1x, =
Xmadeirar Xaluminio = 0 Xy, Xoy Xz, Xy, Xg >
N
21,1 21,2 :1,n 5 4 100 )>(<1 g
A=| 2t 722 “"=13 15 0 1 0|,x=| |, b=| 7=
| | 1 1 001 |
Bn1 8m2 © 8mn X D

aluminio

—AX = D — sistema linear indeterminado com m equacdes e

n variaveis (n > m)

=24
=21

8
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Variaveis basicas e variaveis nao basicas:

» Definicdo: Uma base de uma matrix A (m x n) € uma matriz quadrada
de m vetores coluna linearmente independentes em R™. As variaveis
associadas a essas colunas sao denominadas variaveis basicas.

Assim, é possivel decompor o vetor de variaveis em x = (Xg, Xr), €m que:
Xg representa o vetor das variaveis basicas de m componentes e
X representa o vetor das n-m variaveis restantes (nao-basicas).

No exemplo:

VARIAVEIS BASICAS

VARIAVEIS NAO BASICAS

FO LGACORTE’ FO I—(-;AI\/IONTAGEM ) FO I—C;’A‘ACABAMENTO

XMADEIRA1 xALUMiNIO

XMADEIRA’ FO I—GAMONTAGEM ) FO I—G'A‘ACABAMENTO

FOLGACORTE’ XALUMiNIO

XALUMIN [0} FO I—G'AIVIONTAG EM> FO LGAACABAM ENTO

I:C)l-c_:'ACORTE XMADEIRA

FO LGACORTE’ XNIADEI RA: FO LGAACABAMENTO

FOLGAyonTAGEM: XaLuMiNIO

FOLGACORTE’ XALUMI'NIOl FOLGAACABAMENTO

FOLGAvonTAGEM: XMADEIRA

I:()I—(-;ACORTEl I:()I—C;AI\/IONTAGEM ) XMADEIRA

FOLGAxcasAMENTO: XaLUMINIO

FOLGACORTE’ FOLGAMONTAGEM, XALUMiNIO

FO LGAACABAM ENTO: XMADEIRA

XMADEIRA’ XALUMiNIO’ I:C)l—(-?"ACORTE

I:C)l—GAl\/IONTAGEM ) I:C)I—G'A‘ACABAMENTO

><MADEIRA’ XALUM[NIO! I:C)LGAI\/IONTAGEM

FOLGAcorTE, FOLGAsCABAMENTO

XMADEI RAs XALUMINIO’ FO I—(B'A‘ACABAMENTO

I:C)I—(BACORTE’ I:C)I—GAI\/IONTAGEM
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Variaveis basicas e variaveis nao basicas:

Se estendermos o raciocinio a matriz A, podemos dividi-la em uma matriz

m X m, que denominaremos por matriz B, e outra m x (n-m), que
denominaremos matriz R. Assim:

B R
No exemplo: : : : —
VARIAVEIS BASICAS VARIAVEIS NAO BASICAS
I:OLGACORTE FOLGAMONTAGEM1 FOLGAACABAMENTO xMADEIRA! XALUMTNIO
15 4 1 0 0

A=l 3 15 0 1 0 1 00 15 4
1 1 0 0 1 B= 010 R=| 3 15
0 0 1 1 1
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Variaveis basicas e Solucdes basicas

Como podemos solucionar o conjunto de equacdes m X m somente em
funcéo das variaveis basicas, temos que x = (X, 0), em que x; = Blb

No exemplo:
15 4
A=| 3 15
1 1
1 0
B'=|0 1
0 0

VARIAVEIS BASICAS

VARIAVEIS NAO BASICAS

I:C)LGACORTEI I:()LGAMONTAGEMl I:()LGAACABAMENTO

XMADEIRA! XALUMI'NIO

0 0 100 15 4
10 B = 010 R=| 3 15
0 1 0 0 1 1 1
) FOLGAcoRrTE
FOLGAyonTAGEM
> X =| FOLGAxcaBAMENTO | =
XMADEIRA
X ALUMINIO
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Variaveis basicas e Solucdes basicas

No exemplo:

VARIAVEIS BASICAS

VARIAVEIS NAO BASICAS

XMADEIRA! XALUMI'NIO’ I:OLGAACABAM ENTO

FOLGAcorte: FOLGAyonTAGEM

15 4 1 0 O
A=13 15 0 1 O
1 1 0 0 1

0154 0410 O
B1=| 0307 -0154 0
0154 -0256 1

24
b=|21
3

15 4
B=| 3 15
1 1

s/ s o "

0

o

A

Il
o O -

XMADEIRA

X ALUMINIO

X =| FOLGAAcABAMENTO

FOLGACoRTE
FOLGAVoNTAGEM

© +— O

49
41
~11
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Solucdes basicas e conjunto de solucdes basicas

» Definicdo: Seja B uma base associada a matriz A. O vetor composto

de x; = B'b e x,=0 é chamado de solucao basica.

No exemplo:

VARIAVEIS BASICAS

VARIAVEIS NAO BASICAS

I:C)I—CQACORTEa FO I—GAI\/IONTAGEM ' FOLGAACABAMENTO

XMADEIRAv ><ALUMI'NIO

XMADEIRAi FO LG'A‘I\/IONTAGEM ' FOLGAACABAMENTO

FOLGAcorTE: XaLuminio

XALUMiNIO’ IZC)LG'AI\/IONTAGEM ' FO I—GAACABAMENTO

I:()I—G‘ACORTE! XMADEIRA

I:()LGACORTEv XMADEIRA! |:()I-GAACABAMENTO

I:()I—GAMONTAGEM ' XALUMI'NIO

FOLGACORTEv ><ALUMI'NI01 l:OI—C5'A‘ACABAMENTO

I:C)I—C;'A‘MONTAGEM ) XMADEIRA

I:C)LGA(.‘,ORTEa FOLGAM ONTAGEM? XMADEIRA

FOLGAxcasameNTO: XaLuminio

FOLGACORTE I:Ol—G'AI\/IONTAGEM ! XALUMiNIO

FO LGAACABAM ENTO: XMADEIRA

XMADEIRA! XALU MINIO» FO LGACORTE

FOL GANIONTAGEM ) I:C)I-G'AACABAMENTO

><MADEIRA! XALUM iNIO» I:()LGAI\/IONTAGEM

FOLGACORTE. I:()LGAACABAMENTO

XMADE|RA1 ><ALUMI'NI01 I:C)I—CQ’A‘ACABAMENTO

FOLGAcorTE: FOLGAVONTAGEM

— CONJUNTO DE SOLUCOES BASICAS

FOLGACoRTE
FOLGAViONTAGEM

FOLGAAcABAMENTO
XMADEIRA

XALUMINIO

XMADEIRA

XALUMINIO

FOLGAcABAMENTO
FOLGACoRrTE

FOLGAVioNTAGEM

24
21

49
41
~-11
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Conjunto de solucdes basicas

Xaluminio

VARIAVEIS BASICAS

VARIAVEIS NAO BASICAS

I:()I-(-;ACORTE’ FOLGAMONTAGEM ’ I:C)I—G'A‘ACABAMENTO

XMADEIRAa XALUMTNIO

XMADEIRA’ I:OI—G'AMONTAGEM ’ I:()l-GAACABAMENTO

FOLGACORTEa XALUMiNIO

xALUMiNIO! I:()I-GAMONTAGEM ’ I:()LGAACABAMENTO

I:()I-GACORTEl XMADEIRA

FO LGACORTE’ XMADEI RA) I:C)I—C;'A‘ACABAMENTO

FOLGAyonTacEM: XaLumiNiO

FOLGACORTEi XALUMiNIO! FOLGAACABAMENTO

I:()I—(-;AMONTAGEM ’ XMADEIRA

I:Ol—G‘ACORTEi FOLGAM ONTAGEM> XMADEIRA

I:(3I-GAACABAMENTOI XALUMiNIO

I:()LGACORTEv I:()LGAMONTAGEM ' XALUMI'NIO

I:()I—G'AACABAMENTOv XMADEIRA

><MADEIRA! XALUMI'NIOl I:()I-GACORTE

FO I—GAI\/IONTAGEM ' FO I—GAACABAMENTO

\ XMADElRA1 ><ALUMI'NI01 I:OI—CQAMONTAGEM

FOLGAcorTe: FOLGAACABAMENTO

XMADEIRAi XALUMiNIO1 I:C)I—(-;'A‘ACABAMENTO

FOLGAcorTe: FOLGAyoNTAGEM

v

madeira
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Solucdes basicas viaveis (bfs)

» Definicao: Uma solucéo basica sem componentes negativos é
denominada solucado basica viavel (bfs).

4.9
41
~11

FOLGAoRTE 24 XMADEIRA
FOLGA\ONTAGEM 21 4 XALUMINIO
X = | FOLGAxcagamENTO 8| -~ X =| FOLGAacaBaMENTO
XMADEIRA 0| 7 FOLGACoRrTE
X ALUMINIO 0 i FOLGAVoNTAGEM

= Solucéao basica viavel: Ax=b, x>0

Solucéao basica viavel < Ponto Extremo
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Conjunto de solucdes viaveis

» Definicdo: O conjunto C = {x tal que Ax=b, x>0] denomina-se conjunto
de solucbes viaveis.

Xaluml'nio

» Propriedade: O conjunto de solucdes viaveis de um
PPL é um conjunto convexo.

| | | »
N I v

madeira
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Método / Algoritmo simplex:

O Simplex € um algoritmo (sequéncia finita de instrucdes que termina em
um namero finito de operacdes) que faz uso de um ferramental baseado
em algebra linear para determinar, por um método iterativo, a solucao
Otima de um PPL.

Principio do algoritmo:

v'Ja vimos que a solucdo 6tima de um PPL é um ponto extremo (solucao
basica viavel).
v'Em grandes problemas o nimero de pontos extremos pode ser muito

grande.

v'Como evitar o teste de todas as solucdes viaveis basicas possiveis
para garantir a otimizacao do sistema?
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Problema de mix de producao: llustracao

Corte Montagem | Acabamento
Madera 1,5 h/porta | 3,0 h/porta 1 h/porta
Aluminio 4,0 h/porta | 1,5 h/porta 1 h/porta
Disponibilidade 24 h 21 h 8h

Lucro unitario: porta de madeira: R$4,00

porta de aluminio: R$6,00

FO: Maximizar Z = 4,0*Xa4eira + 6:0™Xaqiuminio
S.A. 1,5 mageira + 40 Xguminio < 24 ( 1,5%,+ 4,0X,+ 1X, =24
310*Xmadeira + 1’5*Xalum|’nio <21 — X 3,OX1+ 1,95X%, + 1%, =21
1,0 madeira + 1.0™Xauminio < 8 1,0x,+ 1,0x, +1x;= 8
Xmadeirar Xaluminio = 0 X1, Xy, Xz, X4, Xg= 0
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Método Simplex — Passos:

A\
o : FO: Maximizar Z = 4,0*x, + 6,0*x,
o S.A. 1,5%,+ 4,0%,+ 1x, =24
- 3,0x,+ 1,5x%, + 1X, =21
\__ 1,0x,+ 1,0, +ix. = 8
! X1 Xp, X3, X4, Xg2= 0
\

v
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Método simplex — forma tabular (Problema de Maximizac&o):

FO: Max Z= 4,0"X.geira T 0,0 X uminic— Max Z -4,0*X;-6,0*X,+0*X;+0*X,+0*X; =0
S.A. 1’5*Xmadeira + 4’O*Xaluminio <24 [ 1,5Xl+ 4,OX2+ :I_x3 = 24
3’O*Xmadeira + 115*Xalum|’nio <21 — { 3’0X1+ ]_,5)(2 + ]_)(4 =21
1’O*Xmadeira + 1’O*Xalum|’nio <8 1,0X1+ 1,0X2 + 1x5 = 8
Xmadeiras Xaluminio = 0 X1, X, Xz, X4, Xg2= 0

Z X1 X2 X3 X4 X5 RHS
1 -4 -6 0 0 0 0
X3 | 1,5 4 1 0 0 24
X4 3 1,5 0 1 0] 21
X5 1 1 0 0 1 8
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Método Simplex — Forma Tabular:

RHS

Z

24/4 =6 —*

21/1,5=14
8/1=8

24

21

RHS

36

3/2

0
1
0
0

714

3/8
39/16

-3/8

5/8

1
X2

X4

X5




" oI

Método Simplex — Forma Tabular:

/ Xl]_ X2 X3 X4 X5 RHS
1 | -7/4 0 3/2 0] 0] 36
X2 | 3/8 1 1/4 0) 0) 6
X4 | 39/16 0 -3/8 1 0] 12
X5 | 5/8 0 -1/4 0] 1 2

Z X1 X2 X3 X4 X5 RHS
1 0) 0 4/5 0) 14/5 208/5
X2 0) 1 2/5 0) -3/5 24/5
X4 0) 0 3/5 1 -39/10 21/5
X1 1 0) 0) 8/5 16/5

Xaluminio(xz)

=6/0,375 =16
=12/2,44 = 4,9
=2/0,625=3,2 —»

— Solucéao otima:
X, (madeira) = 16/5 = 3,2
X, (aluminio) = 24/5 = 4,8
Lucro =208/5 = 41,6
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Método Simplex — Formalizac&o (Problema de Maximizag&o):

Inicializacao:
Encontrar uma solucéo basica viavel ( B).
Passo principal:
Seja z, - ¢, = Minimo {z; - ¢ j € R}. Se z, - ¢, = 0 pare - a solugao € otima.
Caso contrario examine y,.
Sey, <0 pare — a solugao otima é ilimitada.
Se y, £ 0 determine o indice r como: r = Minli mo{ b VYik > O}
k<i<m Yik

Atualize o tableau pivotando em vy, (atualize as variaveis basicas e as nao
basicas com x, que entra na base e x; que sai).

Repita o passo principal
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Para casa:
e Lista de Exercicios 3

e Leitura Winston: 2.3 e4.1a45





