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1. INTRODUCAO A PESQUISA OPERACIONAL

A Pesqguisa Operacional (PO) trata da model agem matematica de fendbmenos
estéticos ou dindmicos. Os problemas estéticos sdo denominados por
deterministicos. Nestes problemas, todos os componentes sdo conhecidosa
priori e nenhuma aleatoriedade em sua ocorréncia € admitida. Os
problemas dinamicos sdo denominados estocasticos, e seus elementos
apresentam uma probabilidade de ocorréncia em uma determinada forma.
Este material aborda problemas deterministicos de Pesguisa Operacional.

Os problemas de PO existem desde longadata. Somente a partir da 22
Grande Guerra, todavia, passaram a ser tratados a partir de uma abordagem
organizada, sendo organizados naforma de uma disciplinaou area do
conhecimento (Ravindran et al., 1987). Os primeiros casos reportados de
aplicagdo da PO foram, em virtude de sua origem, de caréter militar.
Somente apos o final da Segunda Grande Guerra, problemas civis passaram
a ser estudados pela PO. Os primérdios da PO encontram-se descritos no
trabalho de Trefethen (1954).

Ravindran, A., Phillips, D.T. & Solberg, J.J. (1987). Operations Research,
Principles and Practice, 29 Ed.. New Y ork: John Wiley.

Trefethen, F.N. (1954). “A History of Operations Research”, in Operations
Research for Management, J.F. McCloskey & F.N. Trefethen (Eds.).
Baltimore: Johns Hopkins Press.




INTRODUCAO

1. Programagao Matemética

2. Revisio de Algebra Linear

3. Uso de pacotes computacionais na solugdo de problemas

PROGRAMAGCAO LINEAR

1. Introducdo & Programaco Linear
2. O dgoritmo Simplex
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Dois eventos motivaram o rapido desenvolvimento da PO. O primeiro foi o
desenvolvimento de um algoritmo simples para solucionar problemas de
programacao linear (isto €, problemas deterministicos de PO), denominado
algoritmo simplex e proposto por George Dantzig em 1947. Tal algoritmo
permitiu a resolucdo manual de diversos problemas de PO, especialmente
aqueles de baixa complexidade. O segundo foi a proliferacéo dos
microcomputadores e o rapido aumento em sua vel ocidade de
processamento.

Problemas de PO s&o usua mente model ados na forma de uma funcéo
objetivo (por exemplo, maximizar o lucro daempresa) e diversas restricoes
(associadas, por exemplo, a disponibilidade de matérias-primas, mao-de-
obra, etc.). A chave do algoritmo simplex estd no formato daregido
limitada pelas restricdes, comum atodos os problemas de PO, conforme
verificado por Dantzig; tal regido € denominada simplex. Quaisguer dois
pontos selecionados no contorno de um simplex, quando unidos por uma
linha, resultam em uma linha interiamente contida dentro do simplex. A
partir dessa constatacéo, a busca pela solucéo 6tima em problemas de PO
passou a ser limitada a pontos extremos da regi&o simplex, 0 que permitiu o
desenvolvimento de um algoritmo de baixa complexidade computacional
por Dantzig.




MODELOS DE REDES

1. O problemado transporte
2. O problema da designagéo
3. O problema do transbordo
4. Modelos de Redes

TOPICOS AVANCADOS
1. Programacdo Inteira
2. Programagao Né&o-Linear
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Os problemas deterministicos de PO podem ser classificados em duas
categorias genéricas. problemas de programacdo (i) linear e (ii) ndo-linear.
Somente os problemas de programacao linear podem ser resolvidos pelo
algoritmo smplex.

Um problema qualquer de programacéo linear € um problema de otimizagdo
(isto é, busca pela melhor dentre vérias situagdes, utilizando um critério pré-
estabel ecido de otimalidade), com as seguintes caracteristicas (Bronson &
Naadimuthu, 1997):

* 0 problema possui um conjunto de variaveis manipuléveis no
procedimento de busca pelo 6timo; essas sdo as variaveis de decisdo
do problema.

» umafuncéo objetivo compde o critério de otimalidade, sendo
escrita em termos das variaveis de decisao do problema. A funcéo
objetivo é uma funcdo linear das variaveis de decisdo, devendo ser
maximizada ou minimizada.

* osvalores assumidos pelas variaveis de decisdo devem satisfazer
um conjunto de restri¢des, que compdem aregido de solugdes
viaveis do problema.

» asvaridveis de decisdo podem assumir valores pré-estabel cidos no
dominio dos nimeros reais (isto €, valores positivos, negativos ou
ambos).
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A solucdo de problemas através da Pesguisa Operaciona pode ser
implementada através de um procedimento em sete etapas, conforme
apresentado naFigural.1l. As etapas sdo auto-explicativas parauma
descricdo completa das etapas, ver Winston, 1994.

Figura 1.1.

A metodologia de
Pesquisa Operacional
(Winston, 1994).

Bronson, R. & Naadimuthu, G. (1997). Operations Research, 2 Ed.. New
Y ork: McGraw-Hill.

Winston, W.L. (1994). Operations Research, Applications and Algorithm,
394 Ed.. Belmont (CA): Duxburry Press.



INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

 Programacéo Linear é uma ferramenta para solucéo de problemas
de otimizacéo.

« Em 1947, George Dantzig desenvolveu o algoritmo SIMPLEX,
extremamente eficiente na solugéo de problemas de PL.

* A partir de entdo, PL passou a ser utilizada em diversos
segmentos da atividade produtiva:

Bancos
Instituicbes Financeiras
Empresas de Transportes, €tc.

* Vamosintroduzir a PL a partir de um exemplo.
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2. PROGRAMACAO LINEAR

Problemas de programacéo séo modelados tal que o melhor uso de recursos
escassos possa ser determinado, conhecidos os objetivos e necessidades do
analista. Problemas de programacéo linear compdem uma sub-classe de
problemas nos quais a model agem € interiamente expressa em termos de
equacdes lineares. Parece intuitivo que para ser possivel a solucdo de um

dado problema através da programacao linear, o problema deve ser,
incialmente, formulado em termos mateméati cos.

A construcdo de um modelo de programagdo linear seguetrés passos bésicos

(Ravindran et al., 1987):

Passo |. Identifique as variaveis desconhecidas a serem
determinadas (elas sGo denominadas variaveis de decisdo) e

represente-as através de simbolos algébricos (por exemplo, X ey ou

X1 €X%).

Passo I 1. Listetodas as restri¢des do problema e expresse-as como
equacdes (=) ou inequacdes (£, 3 ) lineares em termos das variaveis

de decisdo definidas no passo anterior.
Passo I11. Identifique o objetivo ou critério de otimizagdo do

problema, representando-o como uma funcéo linear das variaveis de

decisdo. O objetivo pode ser do tipo maximizar ou minimizar.



EXEMPLO: O caso Politoy

A Politoy S/A fabrica soldados e trens de madeira.

Cada soldado € vendido por $27 e utiliza $10 de matéria-prima e $14
de m&o-de-obra. Duas horas de acabamento e 1 hora de carpintaria
s80 demandadas para produc&o de um soldado.

Cadatrem é vendido por $21 e utiliza $9 de matéria-prima e $10 de
méo-de-obra. Uma hora de acabamento e 1 h de carpintaria sdo
demandadas para produc&o de um trem.
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Na sequéncia, 0s passos acima sao ilustrados através de dois exemplos. Os
exemplos foram adaptados de Ravindran et al. (1987).

Exemplo 1 - O problema do mix de producéo

A empresa Dalai-Lama desgja plangjar a producéo de incensos. Osincensos
requerem dois tipos de recursos. méo-de-obra e materiais. A empresa
fabricatréstipos de incenso, cada qual com diferentes necessidades de méo-
de-obra e materiais, conforme tabel a abaixo:

Modelo
A B C
Ma&o-de-obra (horas por unidade) 7 3 6
Materiais (g / unidade produzida) 4 4 5
Lucro ($ / unidade) 4 2 3

A disponibilidade de materiais € de 200 g/dia. A mao-de-obra disponivel
por dia é de 150 horas. Formule um problema de programacao linear para
determinar quanto deve ser produzido de cadatipo de incenso, tal que o
lucro total sgja maximizado.

Pararesolver o problema acima, aplicam-se 0s passos para a construcéo de
um modelo de programacéo linear.

Passo | - Identifique as varidveis de decisdo. As atividades a serem
determinadas dizem respeito as quantidades de producdo dos trés tipos de
incenso. Representando essas quantidades em termos a gébricos, tem-se:




EXEMPLO: O caso Politoy

A Politoy ndo tem problemas no fornecimento de matéria-primas,
mas s6 pode contar com 100 h de acabamento e 80 h de carpintaria.

A demanda semanal de trens é ilimitada, mas no méaximo 40 soldados
sd0 comprados a cada semana.

A Politoy deseja maximizar seus ganhos semanais.

Formule um modelo matematico a ser utilizado nessa otimizagao.
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X, = producdo diaria do incenso tipo A
Xg = producgdo diariado incenso tipo B
Xc = producdo didriado incenso tipo C

Passo |1 - Identifique as restricbes. Neste problema, as restri¢des dizem
respeito a disponibilidade limitada dos recursos de méao-de-obra e materiais.
O tipo A requer 7 horas de méo-de-obra por unidade, e sua quantidade
produzida éx,. Assim, ademanda por méo-de-obra para 0 incenso tipo A
sera 7x, horas (se considerarmos umarelacéo linear). Analogamente, os
tipos B e C véo requerer 3xg e 6X: horas, respectivamente. Assim, a
guantidade total de horas de trabalho demandadas na producdo dos trés tipos
deincenso serd 7x, + 3xg + 6X.. Sabe-se que esta quantidade n&o deve
axceder o total de horas disponiveis naempresa, isto &, 150 horas. Assim, a
restricéo relacionada a mao-de-obra sera:

X5 + 3Xg + 6X: £ 150

Para obter arestri¢éo relacionada aos materiais, utiliza-se raciocinio similar.
A restricdo resultante sera

4X, + 4xg + 5%: £ 200

Parafinalizar, desgja-se restringir as variaveis de decisdo no dominio dos
reais ndo-negativos (isto é, x 3 0). Essasrestricdes, uma para cada variavel
de decisdo, séo denominadas restri¢cdes de ndo-negatividade. Apesar de
serem comuns em muitas aplicagdes de programagéo linear, ndo séo
necessarias para a utilizagdo da metodologia.




» Ao desenvolver um modelo para aPolitoy, investigaremos
: caracteristicas comuns a todos os problemas de PL

« VARIAVEIS DE DECISAO

O primeiro passo naformulag&o de um problemade PL é a definicéo
dasvariaveis de decisdo relevantes.

Estas variaveis devem descrever completamente as decisies a serem
tomadas.

A Politoy deve decidir sobre:

X, = num. de soldados produzidos a cada semana
X, = nudm. de trens produzidos a cada semana
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Passo 111 - Identifique o objetivo. O objetivo € maximizar o lucro total
oriundo das vendas dos produtos. Supondo que tudo o que for produzido
encontre mercado consumidor, o lucro total resultante das vendas ser&:

Z=4X, + 2%+ 3Xc

Assim, o problema de mix de produc&o apresentado acima pode ser escrito
como um model o de programagdo matematica através das seguintes
expressoes:
Determine os valores de X,, Xg € X que maximizem:

Z=4X, + 2% + 3%
sujeito as restricoes:

Xy + 3xg + 6Xc £ 150

4x, + 4Xg + 5%: £ 200

Xa 2 0

X® 0

X% 0.




-+ FUNGAO OBJETIVO

Em qualquer problemade PL, o analista sempre vai desejar maximizar
(ex., lucro) ou minimizar (ex., custo) algumafuncgdo das variaveis de
deciséo.

A funcdo a ser maximizada (ou minimizada) é afuncédo objetivo.

A Politoy deseja maximizar seus ganhos semanais. Ou sgja

ganho semanal = ganho semanal oriundo da venda de soldados +
ganho semanal oriundo da venda de trens.
($/soldado).(soldados/sem) + ($/trem).(trem/sem)
27x, + 21x,

Também devemos considerar:

custo semanal com matéria-prima: 10x; + 9x,

custo semanal com mé&o-de-obra: 14x, + 10x,
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Exemplo 2 - O problema do treinamento

Uma empresa de componentes automotivos conduz um programa de
treinamentos para seus operadores. Operadores treinados sdo utilizados
COMoO instrutores no programa, na proporcdo de um para cada dez trainees.
O programa de treinamento é conduzido durante um més. Sabe-se que de
cada dez trainees contratados, somente sete completam o programa (aqueles
gue ndo completam o programa de treinamento so dispensados).

Os operadores treinados também devem cumprir suas funcdes usuais de
operador. O nimero de operadores treinados necessérios para atender &
producdo nos proximos trés meses vem apresentado abai xo:

Janeiro: 100

Fevereiro: 150

Marco: 200

Além disso, a empresa necessita de 250 operadores treinados para Abril.
Existem 130 operadores treinados no inicio do ano. As despesas mensais
com salérios séo as seguintes:

Cadatrainee: $400

Cada operador treinado (trabal hando nas maguinas ou realizando
treinamento): $700

Cada operador treinado ocioso (por forga de acordo sindical, maguinistas
oci0sos recebem uma fragdo do seu salario normal, ndo podendo, entretanto,
ser demitidos): $500




.« FUNGAO OBJETIVO

O que aPolitoy desejamaximizar &
(27x, + 21x)) - (10x; + 9x)) - (14x; + 10x,) = 3x; + 2%,

Usaremos avariavel z para designar o valor assumido pela fungéo
objetivo.

Assim:
Max z = 3x; + 2X,

Os nimeros 3 e 2 sao chamados coeficientes da funcéo objetivo. Eles
indicam a contribui¢do de cada variavel nos ganhos da empresa.
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Desgla-se modelar o problema acima. O objetivo é minimizar os custos
com pessoal, atendendo a demanda de pessoal da empresa.

Formulacéo:

Observe, inicialmente, que operadores treinados podem executar, em
umdeterminado més, um das seguinte atividades: (1) trabalhar nas
maguinas, (2) realizar treinamento, ou (3) permanecer ocioso.

Ja gue o nimero de operadores trabalhando nas maguinas em cada més é
fixo, as Unicas variaveis de decisdo desconhecidas sGo 0 niUmero de
operadores realizando treinamento e 0 nimero de operadores 0ciosos em
cadamés. Assim, asvaridveis de decisdo do problema so:

X; = operadores treinados realizando treinamento em Janeiro

X, = operadores treinados oci0sos em Janeiro

X5 = operadores treinados realizando treinamento em Fevereiro

X, = operadores treinados ociosos em Fevereiro

Xg = operadores treinados realizando treinamento em Marco

Xg = operadores treinados ociosos em Margo

Segundo as restri¢oes de demanda, um niimero suficiente de operadores
treinados deve estar disponivel em cada més para trabalhar nas maquinas.

Para garantir esses operadores, deve-se escrever a seguinte equagdo para
cadameés:

NUmero nas maquinas + Numero treinando + NUmero ocioso =
Total de operadores disponiveis no inicio do més

10



.« RESTRIGOES

A medidaquex, ex, crescem, o valor dafuncéo objetivo aumenta.

Mas x; eXx, ndo podem crescer indefinidamente. Trés restricbes
limitam seu crescimento:

* Restrico 1 - 100 h de acabamento / semana.

* Restricdo 2 - 80 h de carpintaria/ semana

* Restricdo 3 - n&o mais que 40 soldados / semana, devido alimitactes
na prépria demanda.

Restricbes 1 & 3 devem ser expressas em termos das variaveis de
decisGox, e Xx,.
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A restricéo para o més de Janeiro, por exemplo, ser&
100 + x, + %, = 130

Em Fevereiro, o nimero total de operadores treinados disponivel sera dado
pela soma dos operadores treinados disponiveis em Janeiro e aqueles que
completaram seu treinamento em Janeiro. Em Janeiro, 10x, trainees est&o
em treinamento, mas somente 7x, deles completam o programa, passando a
ser considerados operadores treinados. Assim, arestricdo para Fevereiro €

150 + X3 + X, = 130+ 7x;
Analogamente, para o més de Marco:
200 + X5+ X5 = 130 + 7%, , 7Xg
Como a empresa necessita de 250 operadores treinados para Abril, mais
uma restricdo é necessaria:
130 + 7%, + TXg + 7X5 = 250
Todas as variaveis de decisdo sdo ndo-negativas.
Na composi¢do da funcéo objetivo, os Unicos custos relevantes a serem
considerados dizem respeito ao programa de treinamento (custo dos trainees
e dos operadores realizando o treinamento) e o custo dos operadores
ociosos. A funcdo objetivo &
Min z=400(10x; + 10x; + 10x5) + 700(X; + X3 + Xs5)
+ 500(X, + X4 + Xg)

11



.« RESTRIGOES

Restricéo 1:

(total hs acabamento/sem.) = (hs.acab./sold.).(sold. produzidos/sem.)
+ (hs.acab./trem).(trens produzidos/sem.)

(total hs acabamento/sem.) = 2(x,) + 1(x,) =2x, +X,
A restricdo 1 serd dada por:
2x, + X, £ 100

Observe que todos os termos de uma restri¢éo devem ter amesma
unidade de medida.

Osvalores 2 e 1 narestricéo sao denominados coeficientes tecnol 6gicos
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Reunindo funcéo objetivo e restrigdes (as quais so reorganizadas tal que
variaveis de decisdo sdo posicionadas a esquerda da igualdade), chega-se ao
seguinte modelo de programacéo linear:

Min z=400(10x; + 10x; + 10x5) + 700(X; + X3 + Xs5)
+ 500(x, + X, + Xg)

sujeito &
Xp+X% = 30
X -X3-%4, = 20
X1 +TXg3 - X5-Xg = 70
X + TXg+ X5 = 120
Todas as variaveis sdo ndo-negativas.

12



Restricao 2 (determinada de maneira similar):

(total hs carpintarialsem.) = (hs.carp/sold.).(sold. produzidos/sem.)
+ (hs.carp./trem).(trens produzidos/sem.)

(total hs carpintaria/sem.) = 1(x;) + 1(X,) = X; + X,
A restricio 2 seradadapor:  x, +x, £ 80
Restricéo 3

A restricdo 3 é definida pela limitagdo do nimero de soldados produ-
zidos por semana (devido a limitacfes na demanda):

x, £40
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2.1. Modelosde Programacéo Linear em Formato Padrao

O formato padréo de um problema de programagéo linear com mrestrigoes
envaridveis é dado por (Bazaraa et al., 1990):

Maximizar (ou minimizar):

Z=CXy HCXp+ .+ B,
sujeito a

Xyt apX + ... taX, = b

Xyt anXot ...t ayX, = b,

Xy Ao + .. HaX, = by
X% 0 %3%0,..,x,%0
b,3 0, b3 0,...,b,3 0

Bazaraa, M.S,, Jarvis, J.J. & Sherdi, H.D. (1990). Linear Programming and
Network Flows, 2@ Ed.. New Y ork: John Wiley.

13



.« RESTRICOES DE SINAL

Identificam os tipos de valores que as variaveis podem assumir.

Podem ser detréstipos. 30 £0 irrestrita

Combinando a funcdo objetivo e as restri¢les, chega-se a formulagéo
matematica do problema da Politoy:

max z =3x, + 2%,

Sujeito &
2x, +x, £ 100 — Redtrigéo de horas de acabamento
X, +%, £ 80 T Restri¢io de horas de carpintaria
x, £40
Xy, X5, X3 3 0 Restricdo de demanda
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Algumas caracteristicas importantes do formato padréo sdo: (i) afuncéo
objetivo é do tipo maximizar ou minimizar; (ii) todas as restricdes sdo
expressas como equagdes; (iii) todas as varidvels sdo ndo-negativas, e (iv) a
constante no lado direito das restri¢bes é ndo-negativa.

O formato padréo de um problema de programacéo linear pode ser escrito,
também, em formato matricial, resultando em uma apresentacdo mais
compacta

Maximizar (ou minimizar): z=cX
sujeito &
Ax = Db
x30
b3 0

onde A é umamatriz de dimensdo (m”~ n), x éumvetor (n” 1), b éum
vetor (m”~ 1) ec é um vetor transposto (1 ° n). A matriz A é normamente
denominada matriz das restricdes ou matriz de coeficientes ela contém os
coeficientes tecnol 6gicos que compdem as restri¢des. O vetor X é o vetor de
decisdo, jaque contém alista das variaveis de decisio consideradas no
problema. O vetor b € conhecido como lado direito das restricdes ou vetor
das necessidades; €ele indica a disponibilidade de recursos associados a cada
restricdo. Por fim, o vetor ¢ € conhecido como vetor de custos do problema;
ele contém os coeficientes de custo que compdem a fungéo objetivo.

14



PRATICA 1:

Um fazendeiro desegja determinar quantos acres de milho etrigo ele
deve plantar esse ano.

Um acre de trigo rende 25 sacas e requer 10 horas de trabal ho/semana.
A saca vale $4 no mercado.

Um acre de milho rende 10 sacas e requer 4 horas de trabalho/semana.
A sacavale $3 no mercado. O governo garante a compra de pelo
menos 30 sacas de milho/ano.

O fazendeiro disple de 7 acres de terra e pode trabalhar 40
horas/semana.

Formule o problematal que os ganhos do fazendeiro sejam
maximizados.
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Um problema qualquer de programacéo linear pode ser facilmente reescrito
em formato matricial, facilitando, posteriormente, a operacionalizacéo do
algoritmo simplex. Considere o exemplo ilustrativo abaixo:

Maximizar (ou minimizar):
Z=5%; + 2X, + 3Xg - X4 + X5

sujeito a
Xy + 2%y + 2X3+ X4 =8
Xy + 4%, + X3 X = 7
X230 ..,%30
Em notac&o matricial, tem-se:
gL 2 2 1 Ou é3U
A =a l;l b =4 l,,J
@y & 4 1 0 1y @y &Y
ex u
8,
€20 _ )
X =éxU (1'(:5)_(5 23 -1 1)
SR
g
exH

15



Solucéo - Pratica 1

» Variaveis de Decisao:
X
X,

n° de acres de milho a serem plantados
n° de acres de trigo a serem plantados

* Funcao Objetivo:
Max z = 30x, + 1O¢Ox2
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Nem todos os problemas de programacéo linear sdo formulados em formato
padrdo. No geral, asrestri¢cdes tendem a aparecer no formato de inequagdes
(E,23). Oalgoritmo simplex, utilizado na soluc&o dos problemas de
programacao linear sO pode ser rodado se o problema estiver escrito em
formato padréo. Assim, namaioria das aplicacdes, sera necessrio
converter inequacdes em equagoes.

Para converter umainequacéo em equacdo, dois tipos de variaveis poderéo
ser utilizadas: as variaveis de folga e as variavels de excesso. Variaveisde
folga sdo utilizadas para converter inequagdes do tipo £ em =; variaveisde
excesso sao utilizadas para converter inequagbesdo tipo® em=. A
denominagédo folga e excesso pode ser facilmente compreendida através de
exemplos.

Considere arestricao
X, £ 10

gue indica 0 nUmero maximo de operadores disponiveis para executar
tarefasno més 1. Sex; assumir o valor 10 no ponto 6timo (ou sgja, no alor
de x; que melhor satisfaz a fun¢do objetivo do problema), ainequagdo
assume o formato de umaigualdade. Sex; assumir valoresinferioresa 10, o
numero de operadores utilizados sera menor que o numero disponivel; neste
contexto, tem-se uma folga entre o nimero de operadores efetivamente
utilizados no més 1 e o nimero de operadores disponiveis. Assim, para
transformar ainequacdo x, £ 10 em equacao, insere-se uma variavel de
folga, f;, que poderé assumir qualquer valor ndo-negativo.

16



Solucao - Pratica 1
Restricbes

* Disponibilidade de terra para cultivo:
X, +% £7

* Disponibilidade de méo-de-obra:

4x, +10x, £ 40
* Restricao governamental: * Restricdo de positividade:
10x, £ 30 X, % 3 0
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Considere uma segunda restricéo

X, 3 12
gue indica 0 numero minimo de unidades do produto 2 a ser manufaturado
em um determinado periodo. Se 0 nimero de unidades manufaturadas for
exatamente 12 (isto €, x, = 12), ent&o arestri c&o passa a assumir o formato
de uma equagdo. Caso contrério, se x, for maior que 12, existe um excesso
no nuimero de unidades produzidas do produto 2. Como esses sdo 0s Unicos
dois cenarios possiveis, dentro os cendrios viaveis concebidos para o
problema, paratransfomar-se ainequagdo acima em equacdo, basta
acrescentar uma variavel de excesso, e;; avariavel de excesso sO podera
ssumir valores ndo-negativos.

No formato padrdo, problemas de programacao linear sd podem apresentar
variaveis de decisdo ndo-negativas. Em alguns casos, todavia, sO € possivel
uma model agem eficiente do problema em estudo se algumas varidveis de
decisio assumirem também val ores negativos. Por exemplo, uma vari avel
de decisdo que indica o estoque disponivel de um determinado produto
assumiria valores positivos sempre que unidades do produto estiverem
disponiveis em estoque; valores negativos indicariam escassez do produto
(unidades do produto em haver).

Paratransformar varidveisirrestritas no sinal em varidveis ndo-negativas, €
necessario substitui-1as por duas variaveis ndo-negativas. Por exemplo:

I11
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Solucao - Pratica 1
Formulacédo Final

Max z = 30x, + 100x,

Qujeito a:
X, +% £ 7
4x, +10x, £ 40
10x, £ 30
X, X, 2 0
Prof. Fogliatto Pesquiisa Operacional 18

indica o nimero de unidades do produto 1 disponiveis em estoque ao final
domés 1. |,, por forcadaformulagdo do problema, € uma variavel
irrestritano sinal. Para contornar esse problema, |, sera substituido por
duasvariaveis, 1, el tal que:

1= 1"y -1’y
el*;; el , Sdo varidveis ndo-negativas. Se o0 estoque do produto 1 estiver
escasso em 10 unidades no més 1, por exemplo, avariavel 17; assumeo
valor 10 e 1*}; permaneceigual a0. Ao substituir-seosvaloresdel*;; el ;
na equacado acima, a situacdo de escassez do produto é expressa sem a
utilizac&o de vari veis negativas.

Parailustrar as transformacdes acima, considere o seguinte exemplo:

Minimizar:
Z=5X; - 2%, + 3Xg
sujeito a
Xp+ X +X3E 7
X =X+ Xz 3 2
Xy - X - 2X3 = -5
X3 0,%30
Xgirrestrito

18



ESPACO DE SOLUCOESE SOLUCAO
OTIMA

* O espaco de solucBes é formado por todos os pontos que
satisfazem as restri¢fes do problema.

* A solucéo 6tima em um problema de maximizacéo

corresponde ao ponto no espaco de soluches onde o valor da
fungado objetivo é maximo.
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Para reescrever o problemaem formato padréo, as seguintes modificactes
S80 necessarias:

(@) A variavel x5 deve ser substituida por X, — X5, sendo x,3 0 e x5 O.
(b) Os dois lados da ultima restricdo devem ser multiplicados por —1;

lembre que as restri¢des no formato padréo ndo admitem constantes
negativas no lado direito.

(c) Introduza umavariavel de folgaf, naprimeirarestricdo e umavariavel
de excesso e, na segundarestricdo. Os indices nessas variaveisindicam a
restricdo onde cada variavel foi introduzida.

(d) Alogue coeficientes de custo iguais a 0 nas variaveis de folga e excesso.
Elas ndo fazem parte do problema em suaforma original e ndo devem,
assim, alterar afungédo objetivo.
Seguindo o0s passos acima, chega-se ao seguinte problema em formato
padréo:
Minimizar:
Z=5%; — 2%, + 3X, — 3X5
sujeito a
Xp =Xt Xy = X5 -6 =2
— 3% + X+ 2%y — 2X5 =
X2 0,%,% 0,%,%0,%°20,f,20,e30
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Representacao gr afica

* Representacdo da restrigéo 2x, + 3x,= 6:

2% +3%,% 6

} } } } > X

2%, +3x,£6 2%, +3%X,=6
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Na sequéncia, alguns conceitos béasicos de programacao linear sdo
introduzidos a partir da representacéo matricial de um problema genérico de
programagao, em formato padréo. Considere o problema:

Maximizar (ou minimizar): z=cX
sujeito a
AXx = Db
x30

1. Umasolucéo viavel para o problema acima é dada por um vetor néo-
negativo x que satisfaca as restricbesAx = b.

2. O espaco de solucdes viaveisdo problema acima é composto pelo
conjunto Sde todas as suas solucdes viaveis. Em termos matematicos,

s={xAx=b,x3 0}

3. Umasolucéo 6tima é dada por um vetor x° correspondente a uma solugéo
viavel que resulta num valor de funcéo objetivo z° = cx® maior do que os
valores de z obtidos para as demais solucfes viaveis do problema. Em
tremos mateméticos, x° é 6timo se e somentese x° T Secx®3 cx paratodo
x 1 S(nestadefinicio, o simboloT denota pertinéncia).

20



Representacao grafica do problema Politoy

% O espaco de solucdes encontra-se
hachurado.

(2) PontoOtimo: (20,60) (2 - (4) denotam as restricdes.

80 d As restricBes de sinal restringem o problema
@ a0 primeiro quadrante do espago bi-dimens
60 T Solugso 6tima:
1. (1) Desenhe o vetor z
(2) Desenhe linhas ortogonais ao vetor z.
40 T Essas s30 as linhas de isocusto.
1 (3) Calcule o valor de z no ponto 6timo.
A0 ¥ @) 2= 3(20) + 2(60) = 180
& N\t ! 1 ! ! 5
T T T T T T T T T 7 Xl
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4. Quando um problema de programacéo linear apresentar mais de uma
solucgdo 6tima, diz-se que tal problema possui solugdes étimas alternativas.
Neste contexto, existe mais de uma solucdo viavel para o problema
apresentando o mesmo valor 6timo 2°.

5. A solucdo étimaem um problema de programacao linear € dita Unica
quando ndo existir nenhuma outra solucéo 6tima alternativa
6. Quando um problema de programacéo linear ndo possuir um solucéo

finita(ou sga, Z°® +¥ ou 22® —¥), diz-se que o problema apresenta uma
solucgéo ilimitada.
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Restrigdes criticas (binding) e ndo-criticas

Umarestricdo écritica (binding) se, substituindo os valores
correspondentes ao ponto 6timo na restricao,
aigualdade de verifica

Ex.: restricdes (2) e (3) no gréfico anterior.

Todas as demais restri¢gdes sdo consideradas néao-criticas.

Ex.: restricdo (4) e restri¢es de sinal no gréfico anterior.

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 22

2.2. Problemastipicos de programacéo linear

Alguns model os de programacao linear sdo adaptaveis a umagama de
situacOes praticas. Esses modelos séo considerados como “tipicos’, por
serem aplicados em diversos setores produtivos. Nesta secdo, cinco familias
de problemas tipicos seréo consideradas:

A. Escolhado mix de producéo

B. Escolha da mistura para ragoes

C. Plangjamento dindmico da producéo

D. Distribuicdo de produtos através de uma rede de transportes
Outras familias de problemas tipicos podem ser encontradas nos slides 31 a

60 desta apostila. Os exemplos que se seguem foram adaptados de Wagner
(1985).

Wagner, H.M. (1985). Pesquisa Operacional, 22Ed.. Sao Paulo: Prentice-
Hall do Brasil.
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Outro exemplo:

Solucione graficamente o problema e identifique o tipo de conjunto
de solucdes resultante.

Um empresa de eletrodomésticos planeja veicular seus produtos em
comerciaisde TV durante a novela das 8 e os jogos da selecdo na Copa.

Comerciais na hovela sdo vistos por 7 milhdes de mulheres e 2 milhdes
de homens e custam $50000.

Comerciais nos jogos séo vistos por 2 milhdes de mulheres e 12 milhdes
de homens, e custam $100000.

Qual adistribuicéo ideal de comerciais se a empresa desgja gue eles sejam
vistos por 28 milhdes de mulheres e 24 milhdes de homens a um menor
custo possivel?
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A. Escolhado Mix de Producéo

Neste tipo de problema, o analista desgja determinar niveis para atividades
de producéo. Os problemas consideram um horizonte de programagéo
finito. Osniveis (ou intensidade de producéo) de cada atividade sofrem
restrigdes de caréter tecnol 6gico e pratico. As restricoes S80 expressas em
termos mateméticos, a partir das variaveis de decisao selecionadas para o
problema.

Suponha uma empresa com quatro tipos distintos de processos e dois
produtos, manufaturados a partir destes processos. Os insumos
considerados para cada processo/produto s&o as horas disponiveis de
producéo e as quantidades disponiveis das matérias-primas. A empresa
desgja uma programacao da producdo para a semana seguinte. Os dados do
problema vém resumidos na tabela abaixo.

Uma unidd prod. A Uma unidd prod. B
Processo 1 |Processo 2 |Processo 1|Processo 2
Recurso Total disponivel
Homens-semana 1 1 1 1 15
Libras material 7 g 3 2 120
Caixas material £ 3 g 10 15 100
Lucro unitario (§) 4 b El 11
Yariaveis de Decisdo K XAz HE HE2




SOIUGAO:

Variaveis de decisdo:
X, = num. de comerciais veiculados durante a novela.
X, = num. de comerciais veiculados durante os jogos

Funcao objetivo:
Minz = 50x, + 100x,

A solucgdo gréfica é...
Restricdes
* Publico feminino: 7x, + 2x,3 28
* PUblico masculino: 2x; + 12x, 3 24
* X, %30

v

Solucéo étima: (3.6, 1.4) com z=$320. A solucdo € Unica.
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A formulag&o do problemado mix de producéo, utilizando as variaveis de
decisdo identificadas natabela, € dada por:

Max z= 4Xnp; + SXg; + Xap + 11X,

sujeito &
Xy + IXg, + Xy, + Xz, £ 15 (Méo-de-obra)
TXa1+t SXgy + 3Xap, + 2¢5, £ 120 (materia Y)
3Xpq+ SXg; + 10X,, + 15Xz, £ 100 (material Z)
Xa1 Xg1, Xap Xgp 2 0 (n&o-negatividade)

A func&o objetivo busca maximizar os lucros oriundos da producéo (e
consequente venda) de cada produto. As restricbes dizerm respeito aos
insumos, tendo sido formuladas diretamente da Tabela na pagina anterior.
Uma vez tendo suas informagdes organizadas em umatabela, a maioria dos
problemas de programacao linear so de facil formulacéo.
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)

10 T

: Ponto 6timo no inteira

i » Testar pontos (4,1), (3,2),
 (4,2), checando restrigBes e z
-« Usar programaco inteira.

o

-
»

v
’

,,,,
,/

Ponto Otimo: (3.6, 1.4)

Prof. Fogliatto
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B. Escolha da mistura pararacoes

Neste tipo de problema, o analista desgja determinar niveis de utilizacdo de
matérias-primas na composi¢do de umaragdo alimentar. Asrestricdes
normal mente dizem respeito a caracteristicas nutircionais desejadas para o
produto acabado, quantidades de matérias-primas e insumos disponiveis e

demanda a ser atendida

Suponha um problema no qual umaragdo deva ser elaborada a partir da
mistura de quatro tipos de gréos. Quatro nutrientes sdo considerados no
produto final. Asinformagdes que compdem as restrigoes e funcéo objetivo
do problema vém apresentadas na tabela abai xo.

Uma unidd de peso de

Srao 1 Grao 2 (Srao 3

Nutrientes Necessidade Minima
A 2 3 7 1240

B 1 1 1] 250

C 5 3 1] 900

] 5] 0,25 1 2325
Custofunidd de peso (§) 41 o] S5

Yarigveis de Decisao ¥4 Xz ¥4

25



CASOSESPECIAIS:

(1) Problemas com soluces alternativas (varias solucdes sio
simultaneamente 6Gtimas).

Nestes casos, alinha de isocusto, ao abandonar o espaco de
solugdesvidveis, interseccionacom umalinhainteira
(e ndo somente um ponto) desse conjunto.

A

N

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 26

A formulagéo do problema da mistura pararagoes, utilizando as variaveis de
decisdo identificadas natabela, € dada por:

Minz= 41x; + 35X, + 96X,

sujeito &
2X; + 3, + Txg 3 1250 (nutriente A)
Ix, + 1x s 250 (nutriente B)
5% + 3% 3 900 (nutriente C)

w

0,6x; +0,25x, + Ix; 3 232,5 (nutriente D)

Todas as vari &veis de decisio naformulacdo acima sdo restritas a valores
ndo-negativos. Um segundo conjunto de restri ¢des poderia ser acrescentado
aformulacdo acima: restric¢des relacionadas as quantidades disponivels de
cadatipo de gréo. Da mesma forma que as restrigdes acima foram escritas
diretamente das linhas da tabela na pagina anterior, as restri cdes de
disponibilidade de gré&os seriam obtidas das colunas da Tabela.
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CASOSESPECIAIS:

(2) Problemas com solucgéo tendendo ao infinito.

Nestes casos, as restri¢des formam um espaco aberto de solucdes
viaveis.

Se a funcdo objetivo for do tipo

—— max, z® ¥ eaformulagio
do problema pode estar incorreta.
/
__— Se for do tipo Min, umaou mais
__— solucBes serdo encontradas.
/
_——
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C. Plangiamento dindmico da producéo

Os exempos Vistos anteriormente contemplavam formulagdes em um Unico
periodo de tempo. Em situagOes reais, pode-se desgjar formular o problema
para gerar solucdes especificas para diferentes periodos de tempo. Neste
caso, serdo necessarias as formulacdes do tipo multiperiodo.

Considere um problema onde as disponibilidades de matéria-prima, méo de
obra, além dos lucros unitarios com a venda de produtos variem com o
tempo. A estocagem de produtos de um periodo até periodos futuros é
admitida, apesar de um custo de estocagem ser praticado. Esse € um
exemplo de programacado dinamica. A divisdo deste tipo de problema em
sub-problemas que contemplem um Unico periodo ndo oferece bons
resultados, j& que aspectos como a estocagem de produtos acabados para
atender a demanda futura ndo séo considerados.
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CASOSESPECIAIS:

(3) Problemas sem solucéo

Nestes casos, as restri¢des ndo formam nenhum espaco de
solugdes viaveis.

A4
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Suponha uma empresa fabricante de dois tipos de el etrodomésticos,
maguinas de lavar louca e méquinas de lavar roupas. A demanda esperada
(em unidades) para os proximos quatro trimestres vem dada no quadro
abaixo.

Vendas esperadas (unidd/trimestre)
Produto Designacéo 1 2 3 4
Lava-loucas Et 2000 1300 3000 1000
Lava-roupas Mt 1200 1500 1000 1400

Durante este horizonte de plangjamento, deseja-se utilizar a méo-de-obra
disponivel da melhor maneira possivel e produzir as quantidades necessarias
de cadatipo de méquina. Estoques sdo admitidos (ou sgja, pode-se estocar
maguinas montadas em um trimestre para atender a demanda em trimestres
subsequentes). Além disso, aforca-de-trabalho € maledvel, sendo admitidas
demissdes e contratacoes.

Os custos de producdo (matérias-primas), mao-de-obra e estocagem de
maguinas vem apresentados na tabela abaixo.
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Resolva graficamente o problema
formulado na Prética 1
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Custos unitarios por trimestre
Tipo de custo Designacéo 1 2 3 4
Lava-loucas (matérias-primas) Ct 125 130 125 126
Lava-roupas (matérias-primas) Vi 90 100 95 95
Estocagem lava-loucas jt 5 4.5 4,5 4
Estocagem lava-roupas kt 4,3 3,8 3,8 3,3
Hora de trabalho pt 6 6 6,8 6,8

Observe que todas as variaveis de decisdo sdo dependentes do tempo. Em
outras palavras, a medida que os trimestres passam, os custos de manufatura
e estocagem mudam.

Cadalava-lougas demanda 1,5 horas de trabalho e cada lava-roupas
demanda 2 horas de trabalho. No inicio do 1°trimestre, 5000 horas de
trabalho estdo disponiveis. Por forca de acordo sindical, a variagdo maxima
permitida na forca-de-trabalho em um determinado trimestre néo deve
ultrapassar 10% (ou sgja, de um trimestre para 0 outro, ndo é permitido
demitir ou contratar mais de 10% dos funcionérios em atividade no trimestre
de origem).

Asvariaveis de decisdo do problema sdo:

d, = n° de lava-loucas produzidas durante o trimestre t.

w, = n° de lava-roupas produzidas durante o trimestre t.

r. = estoque de lava-lougas disponivel no final do trimestre t, descontadas as
maguinas utilizadas para suprir a demanda naguele trimestre.
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: Naddvidaentre 2 pontos
i candidatos ao 6timo,

T i calcule o valor dafungéo
 objetivo em cada ponto.

N @ (4)

Ponto Otimo: (3, 2.8)

v
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Asvariaveis de decisdo do problema sdo (continuando):

S = estoque de lava-roupas disponivel no final do trimestre t, descontadas as
méaquinas utilizadas para suprir a demanda naquel e trimestre.

h, = nimero utilizavel de horas de trabalho durante o trimestre t.

Parainiciar a programacéo, consideram-se disponiveis 75 lava-loucas e 50
lava-roupas em estoque.

As restrigOes para o primeiro trimestre devem considerar que a quantidade
em estogue no inicio do trimestre mais a producéo nagquele trimestre devem
ser iguais a demanda e ao estoque remanescente para o trimestre seguinte.
M atemati camente, isso pode ser escrito como:

d; +ry,=2000 +r; (lava-lougas)
w; + § = 1200 + s, (lava-roupas)

Como no fromato padrédo o lado direito das restricbes ndo deve conter
variaveis de decisdo, as restri¢des sdo rearranjadas como:

d; +ry- r; =2000
w, + - S = 1200
As horas de trabalho no primeiro trimestre devem respeitar a
disponibilidade total de horas disponiveis; isto é:
15d, + 2w, £ h; ou 15d; + 2w,-h,£0
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Problemas Tipicosde
Formulacao

Escolha da dieta

Scheduling de pessoal

Decisdo Financeira

Problema da Mistura

Programacao da Producéo
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Para garantir que a variacéo no nivel daforca-de-trabalho ndo exceda 10%
No primeiro trimestre, sdo escritas as restric¢oes:

h,: 0,9(5000) e h, £ 1,1(5000)
0 que resultaem
h,s 4500 e h, £ 5500

As restricOes para 0 primeiro trimestre podem ser reescritas para 0s
trimestrest = 2,...,4 conforme apresentado abai xo:

ditra- =g
Wt S -8= M
1,50, + 2w, - h £ 0
heOoh, e hellh,

A funcgdo objetivo deve considerar a minimizagdo de todos os custos
incidentes da fabricacdo, mao-de-obra e estocagem das magquinas nos quatro
trimestres. Matematicamente, elaé dada por:

Minimizar [(c,d; + VW +jir; +KiS +pihy)
+ (Cly + VoW, +of, +KsS, + pohy)
+ (Cqd; + VaWs +]af5 +KsS; + pshy)
+(Cqdy + VW, +]gry +KgSy +pghy)]
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FORMULACAO 1: Escolhade dieta

Quiatro tipos de alimentos estdo disponiveis na elaboracéo da merenda
de um grupo de criangas. biscoito de chocolate, sorvete, refrigerante
e tortade queijo. A composi¢do desses alimentos e seus pregos sao:

Alimento Calorias Chocolate | Agucar  Gordura Preco

(porgéo) (@ (@ (@ (porgéo)

Biscoito 400 3 2 2 0.5
Sorvete 200 2 2 4 0.2
Refrig. 150 0 4 1 03
Torta 500 0 4 5 0.8
queijo

As criangas devem ingerir pelo menos 500 calorias, 6 g de
chocolate, 10 g de aclicar, e 8 g de gordura.

Formule o problematal que o custo seja minimizado.
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D. Distribuicdo de produtos através de uma rede de transportes

Os model os de rede possuem, na maioria dos casos, uma estrutura comm
pontos de fornecimento e n pontos de destino. O problema de programagéo
linear consiste na definicéo do melhor caminho (ou rota) a ser utilizada para
fazer com que uma determinada quantidade de produtos de um ponto de
fornecimento chegue a um ponto de destino.

Problemas de plangjamento dindmico da producéo também podem ser
tratados através de model os de redes. Neste caso, a decisdo passa a ser
guanto produzir num determinado més para consumo naguele més e quanto
deve ser produzido para estoque, para consumo nos meses subsequientes.

Suponha uma empresa com m plantas distribuidas em um determinado pais.
A producdo méaxima de cada planta € designada por S, onde o indice i
designaaplantaem questéo (i=1,..., m).

Existem n pontos de demanda a serem abastecidos pela empresa. Cada
ponto de demanda requer D; unidades do produto em questdo. O indicej
denota os pontos de demanda, tal quej =1,..., n.

Associado a cada par (i, j) existe um custo c;;, que € o custo de fornecer o

produto ao ponto de demandaj a partir da plantai.

O problema acima pode ser organizado em uma tabela, conhecida como
tableau dos transportes. Essatabela vem apresentada a seguir.
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» Variaveisde decisao:

X, = porgoes de biscoitos;

X, = porcdes de sorvete;

X, = porcOes de refrigerante;
X, = porcdes de torta de queijo;

* Funcéo objetivo:

(custo total) = (custo dos biscoitos) + (custo do sorvete) + (custo do
refrigerante) + (custo da torta de queijo)

Minz = 50x, +20x, + 30X, + 80x,
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Ponias de formecimenta
1 2 3 -a b n
; Fornecimentos
Plantas | C,, I c.|2| Cm] y £ Fomecimantos:
1 x X i X 5
1 2 13 1n
Ca €22 53 2n
2 - w SE
X3 Xz2 423 X2n
C3) C3) C33) “3n
3 L 53
Xz X3 X33 X3n
[ - - - L ] L ] -
L] - L] L] L] L] -
- - . - - L] -
cirﬂ Cmal Cm3 Cmn
m o= L 5,?,
X Xmz Xm3 Amin
Demandas 04 Ds D5 $oin o,

Figura2.2.1. Tableau dos transportes (Fonte: Wagner, 1986).

A formulagéo de um problema de transportes pode ser obtida diretamente
das linhas e colunas do table naFigura 2.2.1. Asrestri¢des de fornecimento

(capacidade) sdo obtidas das linhas da tabela; as restri¢cdes de demanda, das
colunas da tabela.
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* Restricdes:

(1) Ingestao minimade 500 calorias;

(2) Ingestdo minima de 6 g de chocol ate;
(3) Ingestdo minimade 10 g de aglcar;
(4) Ingestdo minima de 8 g de gordura.

(1) 400x, +200x, + 150 %, + 500, 500
(2) 3x, +2x,2 3

(3) 2x, +2x%, + 4%5 + 4%, 10
(4) 2x, +4x, + X, + 5x,2 8

Varidveis = 0.
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Sejax; 0 numero de unidades remetidas da plantai ao ponto de
fornecimento j. O custo associado a remessa de uma unidade do produto de
i paraj éc;. O modelo matemético do problema descrito acima é dado por:

m n
Minimizar § & C;X;
i=1 j=1

sujeito a

& %£S | paai=1,.., m (capacidade)

a %;* D; ,paraj=1,...,n (demanda)

X;° 0

Observe que uma solucdo 6tima para o problema pode indicar uma mesma
planta fornecendo para varios pontos de demanda, ou um ponto de demanda
recebendo os produtos demandados de diversas plantas.
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FORMULACAO 2: Otimizacdo da Forca de Trabalho

Uma agéncia de correios necessita de um nimero diferente de fun-
cionarios, de acordo com o dia da semana:

Dia Emor. Dia |Emor. Dia | Emor. Dia | Enor.
Seq. 17 Quata| 15 Sexta| 14 Dom. 11
Terca 13 Quintal 19 Sab. 16

Por exigéncia sindical, cada trabalhador trabal ha cinco dias con-
secutivos e descansadois.

Formule o problematal que o nimero de empregados contratados

sgja 0 minimo necessario para atender as necessidades de mao-de-
obra.
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3. ALGORITMO SIMPLEX

Um simplex € uma forma geométrica com uma propriedade especial, a
saber. Umalinha que passe por quaisguer dois pontos pertencentes aum
simplex deve estar contida inteiramente dentro do simplex. Por exemplo, A
Figura 3.1(a) traz um exemplo de uma figura geométrica que ndo apresenta
apropriedade acima. Em contrapartida, a Figura 3.1(b) apresentaa
propriedade que caracterizaumasimplex. De formageral, a areaformada
pelainterseccao das restri¢des de um problema de programacéo linear (PL)
€ umaforma geométrica do tipo simplex. Conforme visto anteriormente, a
regido formada pela interseccdo das restricdes de um problemade PL é
denominada espaco de solucdes viaveis.

e _,.-:l? i
T & ! .f’f \\
-~ / / S
; T —— I \"\.\
. # J -
-\\\\ /_./r T f,_,,-"f
g 4 T
fa} g o

Fignra 3.1, Exemplog de formas geometricas.
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» Variaveis de decisio:
X = num. de empregados trabalhando no dia ;
« Funcao objetivo:

Minz = x +% + X + % + X + % + X

* Restricdes:

17 Qual o problema
13 com essa

15 formulacéo?

19

14

16

X, @ 11

Xy
X,
X3
Xy

3

w W W W W o

Xg

.3 0
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Num espaco bi-dimensional, a regido formada pelo espago de solucdes
viaveis é um plano. A equacdo que representa a funcdo-objetivo pode ser
representada na forma de um vetor, digamos c. Destaforma, seguindo a
direcdo de melhoria da funcdo objetivo determinada pelo vetor ¢ dentro do
espaco de solucbes vidveis, € possivel encontrar o ponto 6timo. A busca
garante gue (a) o ponto 6timo maximiza ou minimiza a funcdo objetivo,
sendo seu valor maximo ou minimo, respectivamente; e (b) o ponto étimo
satisfaz 0 conjunto das restri¢des que compdem o problema de programacéo
linear, ja que a busca pelo 6timo se restringiu ao espaco de solugbes viaveis
do problema em estudo. O mesmo raciocinio pode ser estendido a
problemas de maior dimensionalidade.

Considere o conjunto formado por todos os problemas de programacéo
linear para os quais existe um espaco de solugdes viaveis. Pode-se
demonstrar que tais espacos sao formas geomeétricas do tipo simplex (ver
Bazaraa et al., 1990; p. 94). Ao rastrear-se o espaco de solucdes viaveis de
um problema de PL em busca do ponto 6timo, este devera corresponder a
um dos pontos extremos do simplex, 0 que, na pratica, podera corresponder
aum ponto, umareta, um plano ou outraforma de maior dimenséo.

O agoritmo simplex pode ser descrito de maneira bastante simplificada,
conforme apresentado a seguir. Considere um espaco de solucbes viaveis
bi-dimensional e um vetor ¢ formado pelos coeficientes de custo da funcéo
objetivo e posicionado na origem do plano bidimensional. Considere um
ponto extremo p qualquer do espaco de solucdes viavels e um vetor que
passe
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PROBLEMAS

(1) A funcdo-objetivo ndo éo numero de funcionarios, como se
imagina. Cadafuncionario esta sendo computado 5 vezes.

Por ex.: um funcionario que comega a trabalhar na segunda,
trabalha de segunda a sexta e esta incluido nas variaveis

Xgs Xoy Xgy Xg X

(2) Ainter-relagdo entre as variaveis x,, X,, ..., X Nao esta capturada
na formulagéo.

Por ex.: algunsfuncionérios que trabalham na segunda estarao

trabalhando naterca. Ou sgja X; ex, estéo inter-relacionadas
mas isso Ndo aparece na formulacao.
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pelaorigem e pelo referido ponto, digamos p. Se abusca pelo étimo iniciar,
por exemplo, no ponto de origem do espaco bidimensional, afuncéo
objetivo tendera a apresentar melhoria sempre que o angulo formado pelos
vetores ¢ e p for inferior a +90°. Quando esse ndo for o caso, 0 avango ira
na direcdo contraria do vetor ¢ (que indica a diregdo de melhoria da funcéo
objetivo) e qualquer movimento naquela direcéo sera desinteressante.

Por analogia, considere 0 conjunto de todos 0s pontos extremaos do espaco
de solugles viaveis e 0s vetores que partem da origem até estes pontos. A
partir de um ponto inicial qualquer no espaco de solugdes viaveis (por
exemplo, o ponto correspondente a origem do espaco bi-dimensional), é
possivel determinar a diregdo de maior melhoriainvestigando os éngulos
formados entre o vetor ¢ e os demais vetores, formados a partir da unido da
origem aos pontos extremos do simplex; o menor angulo cp corresponde a
melhor dire¢éo para movimento.

O mesmo mecanismo de busca pode ser descrito em termos algébricos.

Para tanto, algumas definicdes prévias sdo necessarias. A primeiradelasdiz
respeito avaridveis basicas e ndo-basicas. Um exemplo deve auxiliar a
introduzir esses conceitos.

Considere o seguinte exemplo:
Max X; + 3X,
sa X;+2% £ 4

X £ 1

X1 X, 3 0
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FORMULACAO CORRETA

» Variaveis de decisio:
X = nim. de empregados comecando atrabalhar no dia i;

Cada empregado comeca a trabalhar em um Unico dia, ndo sendo assim
contados mais de uma vez.

* Funcéo objetivo:

Minz = x +X + X3 + X, + X + X + X
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ApoOs introduzir as variaveis de folgaf; e f,, o problema passa a ser escrito
como:

Max X; + 3%,
sa X+ 2% + f;

Xo +f, =1
X;, %3 0
Geometricamente, o problema pode ser representado da seguinte forma:

x2

Figura3.2. Representacdo de um problemade PL em um espago bidimensional .
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» 17 funcionarios devem estar trabalhando na segunda.
Quem estara trabalhando segunda?
X = trabalham nos diasi, i+1, i+2, i+3, i+4;

i =1 (segunda). Assim, estardo trabalhando na segunda os
empregados X, + X, + Xg + X5 + X,

Assim, arestricao referente ao nimero de empregados trabalhando na
segunda sera:

X, X, + X + X + X3 17

Os demais dias serdo formulados de maneira similar.
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Observe que paratragar as retas correspondentes as restricoes, basta
equacioné-las para determinar os pontos de intersecgdo com 0s eiX0S X, € X.
Por exemplo, a primeirarestri¢céo intercepta o eixo x; quando x, = 0.
Ignorando a variavel de folga associada a primeirarestrigdo (f;) e
transformando a inequacéo em equagdo, tem-se:
X, + 2% =4
X, +20) =4
X, =4
Repetindo o procedimento, para o caso em que X, = 0, determina-se 0 ponto
onde a primeira restri ¢80 intersecciona o eixo X,; isto &
X+ 2% =4
0+ 2x, =4
Xo = 2
Sendo assim, para representar a primeirarestricao no espaco bidimensional
(X4, %), bastaidentificar os pontos (X, X,) = (4, 0) e (X, %) = (0, 2) etragar
uma reta que passe pelos dois pontos. Na Figura 3.2, areta correspondente
aprimeirarestricéo vem identificadacomo f; = 0. Tal identificagcdo €
procedente, ja que exatamente sobre areta, a variavel de folga assume um

valor igual a0 e ainequacao correspondente arestricdo assume o formato
de uma equacéo.
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* Restricoes:

X+ X, + X+ X+ X, 217
X+ X%+ X+ Xg + X, 313
X + X% + Xg+ Xs+ X, 315
X+ X + X+ X, + % 319
X Xt Xy X+ X 2 14
Xp £ Xt X X+ X 0 16
Xg * Xyt Xt X+ X 2 11

x 20

A solugdo 6timaé x, = 4/3; x,=10/3; x; = 2; x, = 22/3

X = 0; X, = 10/3; x, = 5.

x fracionério néo faz sentido.

Arredondando-se chegamos a uma solugdo que, quando checadavia
otimizacdo inteira, resulta completamente sub-6tima.

Para esses probl emas precisamos de programacéo inteira.
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Para representar-se graficamente a segunda restricdo, adota-se procedimento
i déntico aquele descrito nos paragrafos anteriores. A segunda restri ¢ao vem
representada na Figura 3.2 como f, = 0.

Considere o ponto A, correspondente a origem do espago (X, X,). Para
representar-se 0 ponto A em termos das coordenadas (X;, X,), escreve-se (X,
X,) = (0, 0). Todavia, o nimero total de varidveis do problemaexemplo é
quatro: X,, X,, f; e f,. Jaque (X4, X,) = (0, 0), pode-se perguntar quais 0s
valores assumidos por f, ef,. Como naorigem esta-se distante das retas
correspondentes as restri ¢des, é natural imaginar-se que algumafolga exista
nas restricdes. Sendo assim, além de saber-se com certeza que (X;, X)) =

(0, 0), sabe-se também quef, >0ef, > 0.

Num espaco bidimensional arepresentacdo de qualquer ponto devera ser
feita através de doisvalores: 0. Taisvalores podem ser atribuidos as
variaveis x, X,, f; ef,. Naprética, em qualquer ponto do espago
representado na Figura 3.2, todas as variaveis assumirdo um valor. Todavia,
como a dimensdo do problema éigual a2 (ja que temos somente duas
restricdes), sabe-se que apenas duas das quatro vari dveis poderdo assumir
valores >0. Naorigem, essas variaveisserdo f, ef,. Assim, diz-se que as
variaveisf; ef, formam (ou compdem) abaseno ponto A. Asvariaveisx;
eX, S30 variavels ndo-basicas, ja que ndo dispde-se de espago paramais do
gue duas vari&veis nabase. Variaveis bésicas podem assumir valoress 0.
Vari&veis ndo-bésicas sé podem assumir valor = 0.
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FORMULACAQ: Decisio Financeira

» O conceito de valor liquido presente:

Considere que $1 investido hoje valerd mais de $1 dagui ha um ano.
O novo valor dependera dataxa anua dejuros, r.

Assim:
$1 hoje = $(1 +r)k emk anos
ou
$ 1 recebidosemkanos = $ (1 + r)* hoje
$ x recebidos emk anos = $x/ (1 + r)k hoje

O valor liquido presente (VLP) de um investimento é determinado

“descontando” o fluxo de caixa de um investimento até o tempo
atual, ou tempo 0.
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Considere o ponto B na Figura 3.2, correspondente aintersec¢éo da segunda
restri¢do (f, = 0) edo eixo x,. Neste ponto, as variaveis basicas sdo x, ef;.
Se x, fosse uma variavel ndo-basica, por exemplo, jamais seria possivel
representar o ponto B, ja que naguele ponto x, = 1. O mesmo raciocinio se
aplicaavariavel defolgaf,. Seessavariavel estivesse for adabase, o
ponto B deverialocalizar-se, necessariamente, sobre a primeira restricéo
(onde f, = 0, como a prorpia identificagdo darestricéo indica). No ponto B,
as variaveis ndo-bésicas sio x, ef,.

Continuando, no ponto C (interseccdo das duas restricfes), as vari aveis
basicas s&o x, e x,. Asvariaveisde folga sio ndo-basicas. Finamente, no
ponto D (intersec¢d@o da primeirarestricdo com o eixo X,), as variaveis
basicas séo x, ef, e as variaveis ndo basicas so x, ef;.

Considere arepresentacéo matricial de um problema de PL introduzida na
secd0 2.1. Osvetoresc, x eb eamatriz A devem ser expressos em termos
das variaveis basi cas e ndo-basi cas que compdem o problema. A
representacdo do problemana Figura 3.2, no ponto A, por exemplo, ser&:

x % f f X % f 1
¢l 201 Oy ¢=[ 3 0 0 X' =[x, X,y T, F,]
010 1 ‘ 0u
a a3 a, b= e
2 e¥u

41



EXEMPLO:

Investim. 1 = requer um investimento de $10,000 no tempo 0O
e de $14,000 em 2 anos e tem um retorno de $24,000 em 1 ano.

Investim. 2 = requer um investimento de $6,000 no tempo O e
de $1,000 em 2 anos e tem um retorno de $8,000 em 1 ano.

Qual o melhor investimento (r = 0.2)?

VLP (Inv. 1) = -10,000 + (24,000/1+0.2) - [14,000/(1+0.2)7
= $277.78
VLP (Inv. 2) = -6,000 + (8,000/1+0.2) - [1,000/(1+0.2)]
= - $27.78
O investimento 1 € bem melhor!
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Como no ponto A as variaveisf; e f, compdem a base, as matrizes e vetores
apresentados acima podem ser divididos simplesmente em termos de seus
componentes bésicos e ndo-basicos. Para padronizar a apresentacdo, as
variaveis basicas sempre vém apresentadas antes das ndo-basicas. No
exemplo anterior, 0s vetores e matrizes seriam reescritos como:

B NB B NB
A=[f, f,] % x] c=[f, | x x]
ef 0 B NB
P=e 1 o[, f ]
&fa0 x'=[f, f,] %, %

As colunas namatriz A sdo numeradas de a, até a, (no exemplo, n = 4),
conforme apresentado no exemplo.

De uma maneira genérica, qualquer problema de PL podera ser representada
em termos dos vetores ¢, X eb e damatriz A particionados em suas por¢coes
basicas e ndo-bésicas. Cada porcéo devera compor as variaveis de decisdo
atualmente na base e fora-da-base, respectivamente.

Por exemplo:
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EXEMPLO DE FORMULAGAO:
Formulagéo 3

Uma empresa esta considerando 5 oportunidades de investimento,
com caracteristicas dadas a seguir:

Inv. 1 Inv. 2 Inv. 3 Inv. 4 Inv. 5
Gastot=0 $11 $53 $5 $5 $29
Gastot=1f $3 $6 $5 $1 $34
VLP $13 $16 $16 $14 $39

A empresatem $40 disponiveis parainvestimento no tempot = 0
e estimadispor de $20 no tempo t = 1. Capital ndo investido em
t=0 ndo estard disponivel em t = 1. Fragdes de cada investimento
podem ser compradas.

Formule o problematal que o VLP dacompanhia sgja

maximizado.
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¢ =[clcy] A=[B|N] bt =[b, b,,..., b,] X' = [Xg|Xy]

O agoritmo simplex pode ser derivado através da seguinte equacdo, que
compde o sistema de restri¢des de um problemade PL:

Ax=Db

A solucéo do sistema de equagdes acima pode ser obtida resolvendo o
sistema parax. Paratanto, basta multiplicar os dois lados da igualdade por
Al (lembrequeA” Al=1, ondel designaumamatriz identidade; ver
revisio de Algebra Linear a partir do slide 90):

AlAx=A1
Ix =Alp
x =Alb

Reescrevendo a primeira equagéo utilizando matrizes e vetores
particionados em varidveis béasi cas e ndo-basi cas resulta em:
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* Variavel de decisdo:

A empresa desegja determinar qual fracdo de cada investimento deve ser
comprada:

x = fragcdo do investimentoi comprada pela empresa

» Funcéo objetivo:

Consiste em maximizar os VL P dados na tabela:

Max z = 13x, +16x, + 16x; + 14x, + 39X,
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Procedendo com a multiplicacdo entre os vetores no lado esquerdo da
igual dade, obtemos:

Bx; + Nxy, = b

e entdo:

Bxy = b- Nx,

resolvendo a equag&o acima para Xg, isto €, multiplicando-se ambos os lados
da equacdo por B, obtém-se:

Xz = B'b- B 'Nx,

A matriz N, derivada de A e correspondendo as colunas ndo-basicas de A,
pode ser escrita em termos de suas colunas ndo-basicasg. O mesmo pode
ser feito para o vetor Xy, que contém as variaveis de decisdo ndo-bésicas; o
vetor X, pode ser escrito em termos de suas variaveis de decisdo ndo-basicas
X;.

Para reescrever N e xy, conforme sugerido acima, é necessario observar a
equivaléncia de duas representacOes algébricas, descritas a seguir.

Sgjam N e x,, dados por:
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* Restricoes:
(1) A empresando podeinvestir mais de $40 no tempo O:
11x, + 83x, + 5%; + 5%, + 29%;, £ 40
(2) A empresanéo podeinvestir mais de $20 no tempo 1:
3X, + 6X, + 5X; + X, + 34x; £ 20
Falta algumarestricao?

(3) A empresanao pode comprar mais que 100% de nenhum
investimento:

X£1
(4) Todas as variaveis devem ser positivas.
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N:[al a - aP]

Xv=lox %]

Observe que N € uma matriz; assim, suas partes componentes sao vetores,
designados por &. Tal designago € pertinente, jaque amatriz N é uma
particdo da matriz de restricbes A. Consequentemente, as colunas de N
devem constituir um subconjunto das colunas de A. Tal subconjunto de
variaveis ndo-bésicas sera designado, doravante, por R.

Existe um total de N colunas em A, uma associada a cada variavel de
decisdo do problema. Das N colunas de A, P correspondem a variaveis ndo-
basicas. Assim, osindicesemN ex, variandej=1,..., P. Note que as
variaveisx ndo-basicas compdem o conjunto R

Desgla-se reescrever N e X, tornando explicitas as suas colunas e variaveis
nado-basi cas, respectivamente. Paratanto, utiliza-se a seguinte equivaléncia:

A validade da equivaléncia acima é demonstrada a seguir através de um
exemplo.
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PRATICA 2:

A empresa X desgja determinar quanto dinheiro investir e quanto
dinheiro tomar emprestado no proximo ano. Cadareal investido pela
empresareduz o VLP em 10 centavos e cada real tomado em
empréstimo aumenta o VL P em 50 centavos (vale mais a pena tomar
emprestado do que investir).

X pode investir no maximo $1000000. O débito pode somar até 40% do
quefor investido.

X dispde de $800000 em caixa.

Todo o investimento deve ser pago com o dinheiro em caixa ou com
dinheiro emprestado.

Formule o problematal que o VLP de X sgja maximizado.
Resolva o problema graficamente.

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 46

SejaN umamatriz (2 3) constituida dos seguintes elementos:
_ €3 6 8u
&l 2 78

a1 a2 a3

N

Por conveniéncia e para manter a consisténcia notacional, as trés colunas da
matriz N acima sdo denominadas a, j =1,2,3.

Associada a cada coluna de N existe umavariavel de decisao X;. Essas
variaveis vém apresentadas no vetor xy, abaixo:

xv=Da % %]
O produto Nxy;, utilizando a matriz e vetor acima, resulta em:
&3 6 Bug 'y €3+ 6%+8x0

T8 2 798207 Gy v ox + 7x U
e l.lgxsH 2 u

t
NX,
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FORMULACAOQ: ProblemadaMistura

SituagGes onde varias matérias-primas devem ser misturadas em
proporcdes ideais sdo model dveis via programacao linear.
Alguns exempl os:

(1) Mistura de vérios tipos de 6leos para produzir diferentes
tipos de gasolina.

(2) Mistura de compostos quimicos para gerar outros
compostos.

(3) Mistura de ingredientes para producéo de ragdes.
(4) Mistura de diferentes tipos de papéis para produzir um papel
reciclado.
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A representacdo alternativa desse produto utiliza o somatorio:

Nx, =& a;X
iR

No exemplo, j =1, 2, 3. Enté&o:

A X =X +a% +aX =

iR

é&))(l+é6t1x2+é80x3 _ §3xl+6x2+8xgg
&0 ° elh elX + 2%, + 7%,

u €
a

Comparando o resultado acima com aguel e obtido a partir do produto Nxy,
é possivel verificar avalidade da equivaléncia proposta.

De maneiraanaoga, € possivel demonstrar que o produto entre dois vetores,
por exemplo,

t
CNXN

pode ser representado, alternativamente, como:
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EXEMPLO (Formulagéo 4): O caso Texaco

A Texaco produz até 14000 barris/dia de 3 tipos de gasolina misturando 3
tipos de 6leos. Dados a respeito das gasolinas e 6leos sdo:

Preco |Deman  Prego Preco | Disponi-

Venda| da/dia producéo compra| bilidade
Gasl $70 | 3000 $4  Oleol| $45 5000
Gas2 $60 | 2000 $4 Oleo2| $35 5000
Gas3 $50 | 1000 $4 Oleo3| $25 5000
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Agora é possivel representar as matrizes e vetores da equacao:

Xg = B'b - B 'NX,

utilizando somatérios. Assim, explicitam-se as variavels ndo-basicas na
equacdo. A representacdo € dada por:
Xg = B'- § Bax, @
iR

lembrando que j é o indice que designa as variaveis ndo-basicas e R denota
0 conjunto de todas as variaveis ndo-béasicas.

Por conveniéncia, algumas porg¢des da equacgao (1) acima sdo assim
renomeadas:

Reescrevendo a equagao (1) em termos das substitui¢goes, tem-se:

X, = b- § Y X

iR
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EXEMPLO (Formulagéo 4): O caso Texaco

As gasolinas tém especificacdes de octanagem e contelido de enxofre
dadas abaixo. A mistura de 6leos para producdo de gasolina deve
satisfazer essas especificacOes.

Oleol Olen2 Oleo3 Gasl Gas2 Gas3
Ocatanagem 12 6 8 10 8 6
Enxofre(%) 0.5 2.0 3.0 1.0 2.0 1.0

Cada $/dia gasto em publicidade ¢/ qual quer tipo de gasolina, aumenta
em 10 barris a venda daquel e tipo de gasolina. Formule este problematal
gue a Texaco maximize seus lucros diérios (= receita-despesa).
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A funcéo objetivo de um problema genérico de PL pode ser escritaem
termos dos vetores de custos e das variaveis de decisdo do problema. Em
termos matematicos:

Z=CX

Mais uma vez particionando os vetores em termos de variaveis basicas e
ndo-basi cas, obtém-se:

Z= [CB | CN]' gﬁgzctaxa"'cth
e~NUu

O vetor xg acima pode ser reescrito conforme apresentado na equacéo (1).
Apds substituicdo, obtém-se:

té -1 <] -1 u t
z=cgeB - § Ba X g+ Xy
8 ji R a

Efetuando-se a primeira multiplicac&o no somatorio acima, obtém-se:

z=cB'b - §cBlax + cyx,
iR
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* Variaveisde decisio:

A Texaco deve decidir sobre (i) quanto dinheiro gastar na publicidade de
cadatipo de gasolinae (i) qual a mistura apropriada de 6leos.

a, = $/dia gasto na publicidade da gasolina i.
X; = barris de dleoi gastos/dia para produzir gasolinaj.
» Funcéo objetivo:

Primeiro, note que:

X1 X, + X5 = bar.6leo 1 consum./dia
X1 tX,0 + X,q = bar.6leo 2 consum./dia

Xy X5, + X5z = bar.6leo 3 consum./dia. X X1 F Xy = bar.gas 1 prod./dia.
X1, X5, + X5, = bar.gas.2 prod./dia

X3 X5 + X33 = bar.gas 3 prod./dia
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O ultimo termo na expressao acima deve ser explicitado em funcédo das
variaveis ndo-basicas; ou sgja,

z=cB'b - § Blax, + § c;X
iTR iTR

Por conveniéncia, renomeia-se 0 primeiro termo da equagéo acima:
_Atp-1
z,=Cc;B"b
Observe que o valor z, na equagdo acima corresponde ao valor atual da

fungdo objetivo. Como as variaveis ndo-bésicas assumem valor igual a0
por definicdo (ou seja, Xy = 0), 0 segundo termo a direita da expressdo

X; = B'b- B 'NX,

desaparece. Logo,

APl At
z,=CyB b=cyX,

0 que efetivamente corresponde ao valor atual da funcéo objetivo,
considerando a base atual representada por Xg.
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¢ Funcao objetivo:

(1) Ganhos/diacom vendas de gasolina:

TO(Xp X1 + Xgp) + 60(X , +Xo, + Xg5) + 50(X; 3 X5 + X53)
(2) Custo/dia da compra de 6leo:

A5(Xy1 +Xp5 + Xyg) + 35(Xy X5 + Xp5) + 25(Xg; +Xgy + Xgo)

(3) Custo/dia com propaganda:
ayta,ta

(4) Custo/dia produgéo:
AXyy FXgp + Xygt Xy TR F Xzt Xgy +Xg5 + Xg0)
Lucrodiario: (1) - (2) - (3) - (4)

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 51

Assim, a expressao:

z=cB'b - JcBlax + §c¢x
iR iR

pode ser reescrita como:
z=7 - § CBax + § X
iiR iR
Como os dois somatérios consideram 0 mesmo dominio (ou sgja, as

variaveis ndo-bési cas pertencentes ao conjunto R), pode-se agrupar os dois
termos de somatério num Unico termo:

z=7 - § (B a, - ¢;)x,

iR

Como Ba =y;, tem-se:

z=7, - @ (Ctayi' Cj)xj

iiR

Parafinalizar esta primeira etapa do desenvolvimento do algoritmo simplex
e obter-se o primeiro resultado, uma ultima substituicéo é necessaria; a
saber:

Z = CtByj
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¢ Funcao objetivo:

Max z = 21X, +11X;, + X;53 + 31X, + 21X, + 11X, + 41X, +
3xgy + 21Xg5 -8, - @, - 8

* Restrices:

(1-3) Gas 1-3 produzida diariamente deve ser igual a demanda (néo
gueremos estocar gasolina).

Demanda diaria gas 1: 3000 + demanda gas 1 gerada por publicidade
= 3000 + 10a,

Demanda gas 2: 2000 + 10a,

Demanda gas 3: 1000 + 10a,

Assim:
X + Xy + Xy - 103, = 3000
X, + X, + X5, - 103, = 2000
X3 + X3 + Xy - 103, = 1000
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Assim, a expressio para z passa a Ser escrita como:

z=7 - 8 (z- ¢k

iR
10resultado:

Z, representa o valor atual (ou presente) da fungéo objetivo. Num problema
de maximizagao, o valor de z pode ser melhorado se z —¢; < 0, para
gualquer j T R. Num problema de minimizacéo, o valor de z pode ser
melhorado sempre que z — ¢; > 0, paraqualquer j T R.

Parece claro que o resultado apresentado acima estabelece o critério
utilizado pelo algoritmo simplex para mudanca de base. Assim, num
problema de maximizagao, a base atual (que gera o valor atual z, dafungéo
objetivo) so sera substituida por uma outra base se, para alguma variavel
ndo-bésica jT Rovaorz—-c <0. Quando estefor o caso, 0
segundo termo a direita da igual dade na expressao para z acima sera
positivo e o valor de z sofrera um incremento, exatamente o que se desgja
em um problema de maximizag&o.
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» Restricoes:

(4-6) Compradiariade éleo 1-3 ndo deve exceder 5000 barris.
X;; T X, + X3 £ 5000
Xy + X, + Xy £ 5000
Xy + X3 + X5 £ 5000

(7) Producéo/dia de gas néo deve exceder 14000 barris.
Xpq Xy F X3 Xy X + Xpgt Xy +Xg + X5 £ 14000

(8) Misturade 6leos p/produzir gas 1 deve ter uma octanagem média
de pelo menos 10 graus.

Octan. total gas.1 12Xy, + 6Xpy + 8Xg

10
N° barris na mistura X171 * Xop + Xz

Paralinealizar essa inequagdo, multiplica-se os dois lados pelo denominador:
2%, - M - 2%y 2 0
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Num problemade PL, o nimero de variaveis que compdem a base é
limitado. Assim, sempre que na busca pelo ponto 6timo a base atual for
substituida por outra, umadas varidveis basi cas que compdem a base atual
deveradar lugar avariavel ndo-basicaparaaqual z —¢; < 0. Semaisde
umavariavel nao-basica atender ao requisito z — ¢; < 0, selecionarse aquela
paraaqual o mddulo dez —c¢; sejamaior.

Como a cada mudanca de base uma variavel ndo-basica assume o lugar de
umavariavel basica na base, é necessario adotar-se um critério pararetirada
devariaveis dabase. Tal critério compde o 2° resultado do agoritmo
simplex, sendo ilustrado utilizando o exemplo na pagina 38.

Relembrando a descric¢ao do problema:
Max X; + 3X,
sa X+ 2% + f;

As bases possiveis para este problema sao (X;, X)), (Xg, 1), (X, f5), (X, ),

(x5 f,) e(fy, f,). Tenteidentificar os pontos correspondentes a essas bases na
Figura3.2. Quatro bases ja haviam sido identificadas previamente,
correspondendo aos pontos A ® D dafigura; essas sdo as bases viaveisdo
problema. Outras duas bases ndo-viaveis podem ser identificadas. Bases
nao-viaveis ndo sao consideradas no algoritmo simplex, ja que néo
satisfazem o conjunto de restri¢des que compdem o problema.
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(9) Misturade 6leos p/produzir gas2 deve ter uma octanagem média
de pelo menos 8 graus.

A, - 2y 0

(10) Misturade 6leos p/produzir gas 3 deve ter uma octanagem
média de pelo menos 6 graus.

6x;3 + 23 0
A restricdo (10) é redundante e ndo precisa ser incluida no modelo.
Por qué?

Porque x,, € ;5,2 0 por definigdo. Verifique a octanagem dos 6leos
crus para entender o porqué desta redundancia.
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Suponha que uma primeira base € selecionada para dar inicio ao algoritmo.
Independente das varidveis selecionadas para compor a primeira base, para
determinar o seu valor e verificar aviabilidade da base selecionada, deve-se
resolver 0 seguinte sistema de equacdes:

Bxg=b ® x3=B"'b

Uma escolha razoavel para a primeira base é dada por (f;, f,), o ponto de
origem no espago bidimensional (x,, X,). Particionando amatriz A do
exemplo entre variaveis basicas e ndo-basicas e rearranjando, tal que
variaveis basicas passam a ser as primeiras colunas de A, obtém-se:

aS a‘4 al a2
el 0:1 24
€0 1:0 1j

f, foix X

A=[B|N]=

Escolhendo as varidveis de folga como primeira base para o problema, a
matriz B assume a conformagdo de uma matriz identidade. Como para
resolver o sistemaxg = Btb serd necessario obter amatriz inversaB1, a
base sel ecionada é bastante conveniente, jAquese B =1, B1 =B. Assim,
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(11) Misturade 6leos p/produzir gas 1 deve ter um teor de enxofre
menor ou igual a 1%.

-0.005x,, + 0.01x,, +0.02x,; £ 0

(12) Misturade 6leos p/produzir gas 2 deve ter um teor de enxofre
menor ou igual a 2%.

-0.015x,, + 0.01x;, £ O

(13) Misturade 6leos p/produzir gas 3 deve ter um teor de enxofre
menor ou igual a 1%.

-0.005%,; + 0.01X, +0.02x,, £ 0

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 55
¢l Oy , el Ou
B=e, 0 ® B =a g
0 1% S0 18
e u e u

Osvetores x, ¢ e b obtidos do exemplo vém dados abaixo:

X' = [XB | XN]:[fp f, | X XZ] edu

= &4
&lg

¢ =[c, | cy]=[0,0]1 3

Conforme descrito anteriormente, o vetor ¢ contém os coeficientes
associados a cada variavel de decisdo nafuncéo objetivo; estes foram
rearranjados em coeficientes associados as variavei s basicas e ndo-basicas,
respectivamente. O vetor b corresponde ao lado direito das restri¢cdes do
problema.

Desgja-se testar se algumas das variaveis ndo-béasicas deve entrar na base, de
forma amelhorar o valor zdafuncéo objetivo. O problemaexemplo é de
Maximizaggo, logo somente variaveis ndo-basicas paraas quaisz —¢; < 0
serdo candidatas a entrar nabase. O conjunto R de varidveis ndo basicas
contém duas variaveis, j = 1 (x;) e j = 2(x,). O teste érealizado utilizando
o formulario que precede o 1° resultado:
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FORMULACOES MULTIPERIODO (Formulagéo 5)
O problema do estoque - O caso daempresa Regata

A Regata S/A quer decidir quantos barcos produzir nos préximos 4
trimestres, de modo a satisfazer sua demanda a um menor custo:

Trim. 1 Trim. 2 Trim. 3 Trim. 4

Demanda 40 60 75 25
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Paraj =1:

él Ouély
(z- ¢)=cyBa,- ¢ =[0, 0y e ,_1:@
B 0 1380f
Paraj = 2:
él Oué2u
(z-¢)=chBa,- ¢, =100 ey 3=(- 3
A .

Introduzindo qualquer das duas variaveis ndo-bésicas na base, observaria-se
umamelhoriano valor zdafungéo objetivo. Todavia, x, deve entrar na
base, ja que apresenta o maior valor absoluto de z - ¢;.
Uma das variaveis atualmente na base deve sair, para dar lugar ax,. Para
determinar qual varidvel sai da base, utiliza-se a equacéo (1); isto &
Xg = B - § Bax,

iR
A variavel entrante € x, (j = 2). Assim, aequagdo (1) pode ser reescritapara
conter as variaveis basicas e a variavel entrante x,:

Xg = B'b- Blax,
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FORMULACOES MULTIPERIODO (Formulagéo 5)
O problema do estoque - O caso daempresa Regata

A Regata deve atender seus pedidos em dia. No inicio do 1° trimestre, 10
barcos estdo em estoque. No inicio de cada trimestre, a Regata deve
decidir quantos barcos ser&o produzidos naguel e trimestre. Barcos
produzidos num trimestre podem ser usados para atender a pedidos
naguele mesmo trimestre (pedidos sdo atendidos no final do trimestre).

A Regata por produzir até 40 barcos/trim, aum custo de $400/barco. Para
aumentar a producdo, pode usar horas-extra, aum custo de $450/barco.

Estocar um barco de um trim. para outro custa $20/barco.

Formule o problematal que a demanda seja atendida a um minimo custo.
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Fazendo as devidas substitui¢cdes, obtém-se:

« - el Ouvedd €l OueZu X,
R JELE QR

As variaveis que compdem a base atual séo (f;, f,). Explicitando o vetor Xg

e executando as multiplicacdes entre matrizes e vetores na expressao acima,

obtém-se:

éefu _ édu  é20

ru”equ” eu’e
e'2u e-u e—-u

Todas as varidveis do problema exemplo estdo condicionadas a assumirem
valores ndo-negativos. Analisando a equacdo acima, é facil observar que x,
nédo pode assumir valores maiores que 1 ou avaridvel bésicaf, assumiria
valores negativos. Assim, o valor maximo dex, é 1 e, neste caso, f, assume
ovalor 0, saindo dabase. Logo, x, entranabase ef, sai da base para dar
lugar ax,, ja que ndo é permitido mais do que 2 variaveis nabase. Além
disso, sabe-se que x, entra nabase com valor 1 e quef; permanece na base,
mas com valor 2 (e ndo 4, como nabase inicia).
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* Variaveisde decisio:

A Regata deve determinar quantos barcos produzir usando méao-de-obra
normal e horas-extra a cada trimestre:

X, = barcos produzidos por m.o. normal durante trim. t.
Y, = barcos produzidos por horas-extra durante trim. t.

Varidveis de estoque também devem ser definidas:
i, = barcos em estoque no final do trimestre t.
Assim:

Custo total = custo producdo normal + custo producéo hora-extra +
Custo estocagem

=400 (x; + X+ X3+ %) + 4500y, +y, +y;ty,) +
20 (i +i,+ig+iy,)
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A partir do exemplo, estabeleceu-se o critério de saida de variaveis da base.

Tal critério esta fundamentado no principio de ndo- negatividade das
variaveis de decisdo de um problemade PL. O 2° resultado formaliza esse
critério.

2°resultado:

A variavel basica x, que sai dabase dando lugar ax; € determinada pela
Seguinte expressao:
X, = Min}'g,onde y; > Oy

1Y b

Os vetores b ey; foram definidos na pagina48. Os elementos que
compdem esses vetores séo identiftados por ey, sendo utilizados no
resultado acima.

A operacionalizagdo da expressdo no 2° resultado € bastante simples.
Considere 0 exemplo anterior, com os vetored ey, devidamente
identificados:
efio edu e
gr.f” 18" &
YR
b V.
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e Funcao objetivo:

Minz = 400x, + 400x, + 400x, + 400X, + 450y, + 450y, + 450y, +
450y, + 20i, + 20i, + 20i, + 20i,

Estoque no final de cadatrimestre:
=i, + (X +y) -d,t=1..4

t

onde d, = demanda no trimestret.

Para satisfazer a demanda ao final de cada trimestre:
g ¥ (X +Y)2 4

oui, =i, +(x+y)-d=20
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A razdo {5 / Y, j} € obtida dividindo os vetores.

efiu_ é40/é20 &2

e 07 810/ 8407 840
éf,a &la/ éla &la

Desgja-se determinar a menor razéo; no caso, este valor é 1, correspondendo

af, Logo, f, deve sair dabase dando lugar ax,, avariavel entrante. A

minima raz&o também aponta para o valor de entrada de x, na base: x, = 1.

No momento em que determina-se uma nova base para o problemade PL,
completa-se umaiteracdo (ou pivot) do algoritmo simplex. Nasequéncia,
atualiza-se a base e repete-se 0 procedimento apresentado acima. A nova
base para o problema exemplo € dada abaixo, junto com os vetores
necessarios pararealizar mais umaiteracdo do simplex:

el 24

B:[flixz]:go 18 Co =[0, 3] N =[x, f.]
1 -2 1 - 206hy 620
gl o
O 14 &0 1gely &l

A baseinversaB-1foi obtida através do método de Gauss-Jordan, no side
96.
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» Restricoes:

(1-4) Producéo normal em cada trimestre ndo deve exceder 40
barcos:
X, £
X, £
Xg £
X, £

58838

(5-8) Demanda deve ser satisfeita a cada trimestre:

i,=10+x, +y, -40 i,=i;+X,+Yy,-60
g =i, +X3+Y5- 75 i, =g+ X, +Y,- 25

Todas asvaridveissdodotipo 3 0.
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Antes de dar prosseguimento ao algoritmo, é interessante interpretar
geometricamente os resultados obtidos até agora. A baseinicial selecionada
para o problema exemplo continha as variaveis de folga (f;, f,). Nafigura
3.2, esta base corresponde ao ponto A. A partir daguele ponto, existem dois
caminhos possiveis de movimento: na direcdo de B ou nadirecdo de D. No
ponto B, a base é constituida das variaveis (f,, X,); no ponto D, abase é
constituida das variaveis (x;, f,). Analisando o angulo formado entre o vetor
c e os vetores OB e OD [onde O denota o ponto de origem (X, X,) = (0,0)], é
facil constatar que o angulo mais agudo (< 90°) é aquele entrec e OB. Essa
€ adirecdo de maior melhoria no valor z dafuncdo objetivo. Observe,
todavia, que o angulo entre ¢ e OD também é agudo, caracterizando uma
direcéo de melhoriano valor z. O agoritmo selecionou a melhor direcéo de
movimento, introduzindo, assim, a variavel x, na base e removendo f, para
foradabase. A novabase contendo as variaveis (f,, x,) corresponde ao
ponto B naFigura 3.2.

Dando sequénciaao algoritmo simplex, testam-se as variaveis ndo-basicas
em busca de uma direcéo de melhoria no valor z da funcéo objetivo:

Paraj =1:

s1 - 2uély
(z-c)= CtBB-lal' Cl:[o’ 3]20 o 1:@
e

(180"
14&0q
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PRATICA 3: Modelos Financeiros com mdiltiplos periodos.

Uma empresa precisa definir sua estratégia financeira para os préximos
trés anos. No tempo t = 0, $100000 est&o disponives para
investimento. Planos A, B, C, D e E estao disponiveis. Investir $1 em
cada um desses planos gera o fluxo de caixa abaixo:

0 1 2 3
A 1 0.5 1 0
B 0 -1 0.5 1
c 1 1.2 0 0
D 1 0 0 19
E 0 0 il 15

No méximo $75000 podem ser investidos num mesmo plano. A
empresa pode ganhar 8% de juros se investir no mercado financeiro ao
invés dos planos. Lucros gerados em qualquer periodo podem ser
imedi atamente reinvestidos (no mesmo periodo). A empresando pode
tomar dinheiro emprestado.

Formule o problematal que $ no dltimo périodo seja maximo.
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Paraj =4:
] ¢l - 20600
(z-c)=cBa- ¢ =03 e 0-(3)
e ue--u

A Unicavaridvel candidataaentrar nabase € x;. Paraverificar qual variavel
deve sair da base, utiliza-se a equacdo 1.

Xg = B'b- Blax

¢l - 2uedu &l - 2uelu g2u e&lu
= )(1 \ )(1 = 2

Xo = a A s- A ,A,Xl P
T 18 S 1387 sl

A variavel defolgaf, deve sair dabase. A variavel x,; entra nabase com
valor 2. A novabase é formada por (x;, X,). O mesmo resultado pode ser
obtido utilizando-se a expressdo no 2° Resultado. Analisando-se aFigura
3.2, identifica-se 0 movimento do ponto B para o ponto C no grafico.

Atualizando-se a base, obtém-se as seguintes matrizes e vetores:

el 24
B:[Xl’xz]:g“_o 18 CtB:[l'?’] N =[f, f,]
1 -2 1 - 20hy 620
B'=o Xs=Bb=g  “4eu= e
O 1y &0 1lgely &lg
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Utilizacao do What’s Best na
solucao de problemas de PL

e What's Best € um programa da familiaLindo para
otimizagao linear, ndo-linear e inteira.

« Vantagens

— implementado na planilha Excel; varias funcdes
algébricas do Excel sdo aceitas na formulacéo do
problema:

* ABS, ACOS, AND, ASIN, ATAN, ATAN2, AVERAGE,
COS, EXP, FALSE, IF, INT, LN, LOG, MAX, MIN, MOD,
NOT, NPV, OR, PI, SIN, SQRT, SUM, SUMPRODUCT,
TAN, TRUE, TRUNC, NORMINV, TRIAINV, EXPOINV,
UNIFINV, MULTINV.
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Na sequéncia, testam-se as variaveis ndo-bésicas em busca de uma direcéo
de melhoriano valor z dafuncéo objetivo.

Paraj = 3:

1 - 2ueln
(z,- ¢)=c;B'a,- ¢ =[1,f:’»]£e -~ 0=
° : <0 N @

1 6806

Paraj =4:
i ¢l - 2uély
(z-c)=csBa,- ¢, =1 3]_é_0 - 0:@
e

(180
1 4&0a

Nenhuma variavel ndo-basica apresentavalor dez - ¢, < 0. Assim, abase
atual (x4, X,) € 6tima e o algoritmo simplex é terminado. Geometricamente,
€ possivel identificar o ponto C como ponto étima na Figura 3.2.

Avancando na direcdo do vetor ¢, o ponto C é o ponto de méximo avango
antes de abandonar-se 0 espaco de solugdes viaveis. O algoritmo simplex
pode ser compreendido como uma alternativa algébrica para o procedimento
de solucdo gréfica. Tal recurso agébrico torna-se particularmente Gtil em
problemas de maior dimensdo (tridimensionais, quadridimensionais, etc.).
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Outras vantagens do What' s Best

* Programa permite alterar coeficientes da
formulagéo facilmente: formulagdo ficaexplicita
na planilha.

» Facilidade de uso: principio de programagdo € o
mesmo do Excel.

e Gratuito para download darede:

www.lindo.com
Opcao: What's Best
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3.1. O tableau do simplex

Problemas de PL podem ser arranjados em uma tabela, conhecida como o
tableau do simplex. O tableau contém todas as formulas utilizadas no
algoritmo, apresentadas na se¢céo anterior. A grande vantagem da utilizacdo
do tableau esté na operacionalizacdo do algoritmo simplex: o tableau facilita
a dlgebra necessaria para completar as iteracdes do algoritmo, levando mais
rapidamente a uma solucéo 6tima.

O formato padr&o do tableau do simplex vem apresentado abaixo:

z z-cC c,B'b

) a, B

Figura 3.3 - Tableau do simplex.
O agoritmo simplex &, via de regra, inicializado utilizando variaveis de
folgacomo baseinicial. Quando varidveis de folga ndo encontram-se
disponivels, variaveis de folga artificiais séo utilizadas, conforme
apresentado mais adiante.
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Como utilizar o programa

o Abrao Excel. O What's Best deve carregar-se
como uma M acr o daquela planilha.

» Abrao arquivo XYZPort, que contém o exemplo.

X Micimaelt Exncd - WY 3Pml LS

EECICI L

Geneva i - | B U EEEINER , WY o
— -
| A B 4 o1 e e e [ e [ i L

1| PLAND DE PRCOUCAQ 04 ¥Y7 COMPUTER -?Lﬂpmn% , .

2 Esteéo arquivo.
d |Produio Padrin Linen

4| LR

5| Hidd & sar Praduzida a a

i ]
Lt

B |Lucm por unidd 300 §500

g

1] Demanda de Companentas por Modsln
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Sempre que as variaveis de folga formarem a primeira base em um
problema de PL, a montagem do tableau do simplex é extremamente
facilitada. Considere o exemplo na pagina 38.

Max X; + 3X,

sa X, + 2%+ f;
X5 +f, =1
X;, X% 3 0
Asvariaveisdefolga(f,, f,) formam aprimeirabase. Como asvariaveisde
folga ndo participam orginalmente da fungéo objetico, seus coeficientes de
custo ¢; serdo sempre 0 e 0 primeiro vetor cg utilizado no algoritmo simplex

seraum vetor de zeros. Destaforma, aquantidade z - ¢; dada pela

expressao: R
(z,- ¢;)=czB ;- ¢

sereduziraa

Para compor o primeiro tableau do simplex, quando variaveis de folga
constituem a primeira base, basta escrever o negativo dos coeficientes de
custo das variaveis ndo-basicas na primeiralinha do tableau. Asvaridveis
basi cas recebem valor O, por definicdo. Como z - ¢; representa a potencial
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Os comandos do programa estao na
barra de ferramentas e no menu

. MEosaslt ool - =T RS

Pl LS
B p Bk Yes Dt Poest Tode Detw dorder| B Hek
ODE@LY oG\ - pchstabl. (41 Z1 1N
ER—OE 1 S
h = -

[T e | B R b abr H
1 FLANC DE PROOUGAD Dt X ATIOH
i L
1 |Frodutn Padian Luns] kg
4 Dptions. . LR
5 |0 3 580 Produzida ] i Bepat..
B i
7 Helpos
B Lugm por uridd |o 30
o

W Pert M5

. Mecmanli Excel -5

|®ek oot wew Dot Fpmat Toch Deln Widoe wE

N Shy bl o -
- LRI - A (= T
- 4 . : i e | ;

A [ C O E F G H | J K L M

| PLAND DE FRODLE AD D YT COMPUTER COAPCRATION
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melhoria no valor z da funcg&o objetivo representada pelajesS™mavariavel,
varidveis atualmente basicas devem receber valor igual a0 simplesmente
por j& se encontrarem nabase. Assim, para os dados do exemplo, aprimeira
linha do tableau é dada por:

X1 X2 fa f2 RHS
z -1 -3 0 0 Z0

Observe que, por conveniéncia, as varidveis que compdem o problemade
PL vém devidamente identificadas no tableau. A siglaRHS adireita das
varidveis denotaright hand side e contém o valor atual de z (denominado zy)
e o valor assumido pelas variaveis atualmente na base.

O valor atual de z, z,, € dado pela equagéo:

_Ap-1
z,=Cc,B"b

Como ¢z € um vetor de zeros, z, = 0 sempre que as variaveis de folga
formarem a primeirabase. Atualizando o tableau, tem-se:

X 1 X2 fa f2 RHS
z -1 -3 0 0 0
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O Problemado Mix de Producao

* A XYZ Corporation monta dois modelos de
computador.

* O modelo Padréao gera um lucro por unidade
produzida de $300, enquanto o0 modelo
L uxo geraum lucro por unidade de $500.

» Osdois modelos utilizam trés componentes
parasua montagem: o chass S Padréo (60)

Disponiveis em estoque
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Na sequéncia, desgja-se escrever as linhas que compdem as restri¢cdes no
tableau. Elasvém dadas por:

J

Para cada variavel do problema, determina-se uma colunay;. Sempre que as
varidveis de folgaformarem aprimeirabase, B=1 eB1=B =1. Assim, a
expressao acimareduz-se a

e as linhas que compdem as restricdes no tableau sdo copiadas diretamente
do problemade PL em estudo. Utilizando os dados do exemplo:

Max X; + 3X,

Xo +f|=1

X, X3 0

X1 X2 f1 f2 RHS
7 1 3 0 Q 0
f1 1 2 1 0
f2 0 1 0 1
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Necessidades de componentes em cada
modelo

* O modelo Padrao utilizaum chassis Padrao
e um drive de disquete.

e O modelo Luxo utilizaum chassis Luxo e
dois drives de disquete.

* Problema: qual combinacéo de modelos
Padréo e Luxo maximiza os lucrosda XYZ,
considerando os componentes atual mente
em estoque?
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As variaveis atual mente na base séo identificadas a esquerda do tableau (f; e

f,).

O unico elemento faltante no tableau do exemplo corresponde a férmula:
b=B'b

no lado direito do tableau. Maisumavez, quando as variaveis de folga

formam aprimeirabase, B1=| e aexpressdo acima reduz-se a

b=Ib=b

Desta forma, para completar o tableau, basta escrever os valores do lado
direito das restricdes do problema para o lado direito do tableau. Isto é:

Max X; + 3X,
sa X+t 2% +f;
Xo + £ 1
X, %30

X1 X2 f1 \f\z RHS
Z 1 -3 0 0 0
fa 1 2 1 0 4
f2 0 1 0 1 1
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©® Determinar asvariaveisde decisao
(adjustable cells)

e Variaveis de decisao:;

— Padr&o = quantidd de computadores padrao a
serem produzidos.

— Luxo = quantidd de computadores luxo a serem
produzidos.
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Umavez preenchido o tableau inicial do simplex, as iteracfes seguem a
seguinte sequénciade passos (equivalente a utilizacdo das expressoes
mateméti cas apresentadas na se¢do anterior):

a. ldentifigue as variaveis candidatas a entrar na base na primeira
linha (linha z ou linha zer0) do tableau. Se o problemafor de
maximizagdo, a variavel mais negativa entra na base; se o problema
for de maximizagdo, a varidvel mais positiva entra nabase. Sempre
gue houver empate (duas variaveis candidatas com o mesmo valor
dez - ¢, escolha aleatoriamente avariavel a ser introduzidana
base). A variavel entrante na base serd designada por X. No caso
em que nenhuma variavel satisfizer o critério de entrada na base,
uma solucdo étimafoi encontrada para o problema.

b. Inspecione a colunay; correspondente a variavel x; em buscade
valores positivos. Se ndo houver nenhum valor positivo nacoluna, a
solugdo para o problema de PL tende ao infinito e uma solucéo
otimafoi encontrada. Caso contrério, o teste da minimarazéo
identificara avariavel basica que deve dar lugar ax na base.
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©® Determinar asvariaveisde decisao
(adjustable cells)
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arava 0 = B0 EEWE]|
[T F e Identificacdo das variaveis
| — i E-nmm.igmx-.'z ey de decisdo
g :P‘mdl.lln: Padrae Lemn
;_ Gdd & ser Panduzid u 1]
- T
Valor inicial das variaveis de decisio (pode ser

qualquer valor).
Na busca pelo 6timo, o programa permitira que
essas células assumam qualquer valor ndo-
negativo.
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c. Pararedizar o teste daminimarazao, utilize aférmula:

X, = Min}lE,onde y; > 05

'Y

ou sgja, divida o lado direito do tableau pelos valores positivos em
y;: amenor razéo identificaavariavel x, asair dabase. O valor

positivo emy; correspondente a minima razéo € o elemento de pivot

daiteracgéo.
d. Através de operacOes elementares com alinha que contém o

elemento pivot, faga com que a coluna correspondente a x assuma os

valores na coluna correspondente a x,. As operagoes elementares
com alinha pivot serdo apresentadas através do exemplo a seguir.

e. Volte para o passo a e execute mais uma iteracdo do algoritmo.

Os passos acima sdo agora aplicados ao exemplo na pagina 38. O tableau
inicial para o problemaexemplo foi obtido anteriormente, sendo
reproduzido a seguir.
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| dentifique as células como variavels
de decisao (adjustable cells)
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X1 X2 f1 f2 RHS

z -1 -3 0 0 0

f1 1 2 1 0 4

f2 0 1 0 1 1

a. O problemaexemplo é de maximizac8o. Assim, variaveis com valores
dez - ¢ nalinhazdo tableau s3o candidatas a entrar nabase. Duas
variaveis, X, e X, satisfazem o critério de entradanabase. A mais negativa
delas, x,, entranabase. Assim, x =X, e Y=y, =[2,1].

b. O vetor y, apresenta dois valores positivos (2 e 1), com os quais sera
feito o teste da minima razéo.

c. O teste daminimarazdo vem apresentado no tableau abaixo.

X
X1 X 2 f1 f2 RHS
z -1 -3 0 0 0
X~ f1 1 1 0 4 4/2 =2
&fz 0 @ 0 1 1 1/1 = &
minima razao

elemento de pivot



© Identificacdo das células
sel ecionadas como gjustaveis.

© Nomeie asvaridveisirrestritas

Ayt o

T~ Repst
- = 11—
[T A |

©® Caso asvariaveis de decisdo
sejam nao-negativas, clique OK.

® Opcdo caso asvariaveis de decisio
selamirrestritasno sinal.

© Caso asvariaveis sgjam irrestritas
no sinal, siga 0s passos abai xo.

no sina (qualquer nome serve). @ Clique em
OK.
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- Deiste variaveis irrestritas o Lsbter
Enfars i L Emfar e ﬁ
[z 45

2] pesquisaOperacional  [F#=#% 3

d. Paracompletar aiteracdo do simplex, é necessario proceder com
operacoes elementares que utilizam a linha gue contém o elemento de pivot.
As operagoes tém por objetivo fazer com que a colunax, (davariavel
entrante) assuma a configuracgdo da colunaf, (variavel que sai dabase). A

sequéncia de operacdes vem descrita a seguir.

X1 X2 f1 f2 RHS
z -1 -3 0 0 0
f1 1 2 1 0 4
f2 0 1 0 1 1

i i

Os dois valores coincidem, logo
nenhuma operacao é necessaria.

X2 f1 f2 R
-3 0 0
2 0
/ﬂ 0 /ﬂ

Valores ndo coincidem: executa-se uma operagéo
elementar. Sgja(1)” alinha (1) apds a operacéo.
A operacdo quetransformara2 em 0 é:

D' =@D- 2"

0 Z -1
Q f1 1
2 f2 0

= ~OI|T

tableau

| dentificacéo
daslinhas do
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Céulas passam a ser
apresentadas em azul.

Variaveis de decisdo
sdo identificadas em
azul peloWB.

Existe um icone de atalho 122 p/
identificagdo de variaveis de decisdo
ndo-negativas, conforme apresentado
abaixo.

® Clique noicone = .
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Explicitando a operacéo:
X1 X2 f1 f2 RHS
z -1 -3 0 0 0
f1 1 2 1 0 4 1) = (1)-2x(2)
f2 0 1 0 1 1
X1 X2 f1 f2 RHS
Z -1 -3 0 0 0
fa 1 0 1 -2 2
X2 0 1 0 1 1

Na sequéncia, trabalham-se os valores nalinha z

X1 X2 f1 f2 RHS
(0) z -1 'g'\ 0 %l\\ 0
Q] f: 1 \ 1 - \ 2
2 X2 0 1 0 1 1

\

\

Valores ndo coincidem. Segja(0)” alinha (0) apds
aoperacao elementar. A operagdo que
transformara-3em 0 &

0 =0+3" (2



® Escrevaafuncao objetivo (best)

» Funcao objetivo:

— Lucro Total =
(Lucro por unidade do Modelo Padrao)

(Qtdd de Model os Padr&o produzidos)
+

(Lucro por unidade do Modelo Luxo)
(Qtdd de Model os Luxo produzidos)

—Lucro Total = 300" Padrao + 500 Luxo
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Explicitando a operacéo:

X1 X2 f1 f2 RHS
z -1 -3 0 0 0 0y = (0)+3x(2)
f1 1 0 1 2 2
X2 0 1 0 1 1

{1

X1 X2 f1 f2 RHS
z -1 0 0 3 3
f1 1 0 1 2 2
X2 0 1 0 1 1

Observe que a colunax, assumiu a configuragéo anterior da colunaf,. 1sso
foi obtido através de operacdes el ementares com a linha que contém o
elemento pivot. As operacdes elementares sempre devem utilizar alinha
pivot, ocorrendo da forma exemplificada acima e generalizada a seguir (na
expressao abaixo, w € um nimero real qualquer, positivo ou negativo):

(linhanova)” = (linhaantiga) + [w " (linha pivot)]

e. Concluidaaiteracéo, retorna-se ao passo a. As demais iteracOes seréo
apresentadas diretamente no tabl eau.
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%
X1 X2 f1 f2 RHS
z 21 0 0 3 3
f1 1 0 1 -2 2 2/1 =2 &
X2 0 1 0 1 1
N minima razio
elemento de pivot
X1 X2 f1 f2 RHS
z -1 0 0 3 3
f1 1 0 1 -2 2 Nenhuma operacéo necessaria
X2 0 1 0 1 1
X1 X2 f1 f2 RHS
z -1 0 0 3 3
fa 1 0 1 -2 2
X2 0 1 0 1 1 Nenhuma operagdo necessaria
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Finalizando aiteracéo:
X1 X2 fa f2 RHS
z -1 0 0 3 3 (0)y = (0) + (1)
f1 1 0 1 -2 2
X 2 0 1 0 1 1
X1 X2 f1 f2 RHS
Z 0 0 1 1 5
f1 1 0 1 -2 2
X2 0 1 0 1 1

Observe que nenhuma variavel ndo-basica apresenta valor negativo nalinha

z Esseéo critério de finalizag&o do algoritmo simplex.
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3.1.1. Casos Especiais

Dois casos especiais merecem nota: (i) problemas com solucdes 6timas
aternativas e (ii) problemas com solugéo ilimitada (tendendo ao infinito).
Esses dois casos especiais podem ser identificados no tableau do simplex,
conforme apresentado a seguir.

(i) Problemas com solucdes 6timas alternativas

Considere um problema de minimizac&o que, apds um certo nimero de
iteragdes, apresenta o seguinte tableau:

X1 X2 f1 f2 RHS
4 0 0 -2 0 -8
X1 1 0 1/3 -2/3 2/3
X2 0 1 1/3 1/3 5/3

Como todas as varidveis ndo-bési cas sdo ndo-positivas (critério para entrada
de variaveis na base em problemas de minimizag&o), nenhuma variavel deve
entrar nabase. Observe, todavia, que umavariavel ndo-bésica, f,, apresenta
valor 0 nalinhaz. Como os valores nalinhaz representam a melhoria na
funcdo objetivo decorrente da entrada de cada variavel ndo-basica na base,
1sso significa que introduzindo f, na base n&o alteraria o valor z da fungéo
objetivo. Destaforma, pode-se acrescentar f, na base, obtendo-se uma base
Gtima alternativa, com o mesmo valor z de fungo objetivo (neste caso, X,
darialugar af, nabase).
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Ao introduzir-se f, nabase, x, passaria a apresentar um valor O nalinhaz
Assim, poderia-se indefinidamente substituir uma base por outra, sem com
isso alterar o valor dafunc&o objetivo.

Geometricamente (em duas dimensdes), a situacdo acima corresponderia ao
caso em gue o ponto 6timo no espaco de solugdes viaveis ndo é um ponto, e
simumareta. Assim, qualquer ponto sobre areta resultano mesmo valor z

de func&o objetivo e inimeras solucdes Gtimas alternativas sdo possiveis. O
algoritmo simplex captura os pontos extremos da reta, apresentado-os como
solugdes 6timas aternativas para o problema.

(i) Problemas com solucéo ilimitada (tendendo ao infinito).

Considere um problema de minimizacdo que, apos um certo nimero de
iteragOes, apresenta o seguinte tableau:

X1 X2 f1 f2 RHS
Z 4 0 0 -3 -9
f1 -1 0 1 2 10
X2 -1 1 0 1 3

A variavel ndo-basicax, deve entrar nabase, jaquez, - ¢, > 0 (trata-se deum
problema de minimizag&o). Porém, ao inspecionar-se a colunay; em busca
de um elemento pivot, ndo é possivel encontrar nenhum elemento nédo-
negativo. Neste caso, uma solugdo Gtimafoi encontrada para o problema:
esta solucéo

77



© Especifique asrestricoes
(constraints)

 Restricdes informam que total de componentes
utilizados deve ser £ aquantidade disponivel em
estoque.

 Restricao p/ componente chassis padréo:

(Qtdd de Model os Padr&o produzidos) - (N° de chassis padr do
por modelo) +

(Qtdd de Modelos Luxo produzidos) © (N° de chassis padr &o por
model 0)

£ Qtdd de chassis padr &0 em estoque

\ Padrdo” 1 + Luxo - 0 £ 60
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tende aoinfinito (z® ¥). Esse resultado pode ser melhor compreendido
aplicando-se a equacdo (1) aos dados do exemplo:

efiu €llu ¢ Lo

el g3 G4
Quando x, entra na base, seu valor aumenta até o ponto em que uma das
variaveis basicas tem seu valor reduzido a0, saindo da base e dando lugar a
X;. No caso acima, nenhum valor ndo-negativa causa a saida de uma
variavel dabase. Assim, x, pode aumentar de valor indefinidamente; o

mesmo ocorre com o valor z da funcéo objetivo. Nessas circunstancias,
parece evidente que a solucéo do problematende ao infinito.
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Demaisrestricoes (constraints)

 Restricdo p/ componente chassis luxo:

Padrdo” 0 + Luxo 1 £ 50

 Restricao p/ componente drive de disquete:
Padrdo” 1 + Luxo ~ 2 £ 120

 Restricdo de ndo-negatividade: € o default do
WB.
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3.1.2. Ausénciade umabaseinicial

Alguns problemas n&o possuem variaveis de folga em nimero suficiente
para compor umabase inicial parao problema. Na pratica, quaisquer
varidvel's podem compor a base inicial, mas é impossivel saber se abase
resultante sera viavel ou ndo, a menos que se resolva o sistema de equacdes
gue formam as restrigdes do problema. Namaioria das aplicactes, testar
combinacdes de variaveis em busca de uma primeira base viavel pode tomar
muito tempo. Assim, o procedimento padréo adotado nesses casos utiliza
variaveis de folga artificiais (ou simplesmente variaveis artificiais) na busca
de uma primeira base viavel.

Asvariéveis artificiais, como o proprio nome indica, ndo pertencem ao
problema. Taisvaridveis somente sdo acrescidas para facilitar a
determinacdo de uma primeira base viavel, que dé partida ao algoritmo
simplex. Assim, apartir do momento em que varidveis artificiais séo
utilizadas na composi¢éo da baseinicial, desgja-se retiré-las da base,
chegando, assim, a uma base viavel legitima (isto &, pertencente ao
problema). O procedimento para remocao das varidvels aritificiais da base
inicial € conhecido como Método do M-Grande, sendo descrito a seguir
através de um exemplo.
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Considere o seguinte exemplo:
Minz= x,- 2%

sa X+t X, 31
X, £ 4
X1, X, 20

Apbs acrescentar variaveis de excesso e folga, obtém-se 0 seguinte

resultado:
Minz= x; - 2%,
sa X+ X - =1

Xy +f,=4

X1, Xo €, Ty 3 0

Observe que somente umavariavel de folga pode ser utilizada na
composi¢cao dabase inicial (variaveis de excesso ndo resultam em bases
iniciais viaveis, ndo podendo ser utilizadas). Assim, para que seja possivel
uma base inicial formada exclusivamente por variaveis de folga, utiliza-se
umavaridvel defolgaartificial, acrescida a primeirarestricdo do problema.
O resultado vem apresentado abai xo:
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RestricOes devem ser identificadas no
WB

* RestricOes podem ser detréstipos. 3, £, =.
» A0 escrever-se 0 sentido darestricdo numa célula
daplanilha

— acélula adjacente a esquerda passa a ser identificada
como aquela que contém aformula darestricéo;

— acélula adjacente a direita passa a ser identificada
como aquela que contém a disponibilidade do recurso.
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Minz= x; - 2%, +May
sa X+ X - € +a,=1
Xy +1; =4

X1, X, €, f,8, 3 0

No método do M-Grande, cada vez que umavariavel artificia € adicionada
ao problema, elatambém é adicionada na funcéo objetivo, multiplicada por
um coeficiente de custo M, onde M representa um ndmero positivo maior do
gue qualquer outro que venha a ocorrer no problema. No caso de problemas
de maximizacdo, a variavel artificial também é acrescida a funcédo objetivo,
mas multiplicada por um coeficiente de custo -M.

A légicapor tras do método do M-Grande € simples. Se num problema de
Minimizacdo uma das variavei s apresenta um coeficiente de custo positivo e
muito grande, certamente sera interessante manter tal variavel fora da base,
anivel zero. O mesmo ocorre em um problema de Maximizagdo. Se uma
das variaveis apresenta um coeficiente de custo negativo e muito grande,
certamente sera interessante manter tal variavel forada base, anivel zero.
Assim, o método do M-Grande induz o algoritmo simplex a remover
variaveis artificiais da base, ja que elas ndo melhoram a funcéo objetivo em
quaisquer circunstancias. No momento em que todas as variaveis artificiais
sd0 removidas da base, chega-se a uma base viavel e legitima parao
problema. A partir desse ponto, as variaveis artificiais podem passar a ser
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desconsideradas do tableau.

O método do M-Grande serailustrado através do exemplo acima.

X1 X2 e1 f1 ai RHS
z -1 2 0 0 -M 0
ai 1 1 -1 0 1 1
f1 0 1 0 1 0 4

Observe que no tableau acima, a, e f, compdem abaseinicial (avariavel de
folgaartificial vem designada por a,). Como a, € basica, o valor z; - cg
correspondente a esta varidvel nalinha z do tableau deve ser zerado
(atualmente, este valor € igual a—M). A primeira operacdo elementar
realizada no tableau visa zerar o valor de z; - Cs.

X1 X2 e1 f1 ai RHS
Z -1 2 0 0 -M 0 (0)= (0) + M x (1)
a1 1 1 -1 0 1 1
f1 0 1 0 1 0 4

{1

X1 X2 e1 f1 ai RHS
y4 -1+ M 2+ M -M 0 0 M
a1 1 1 -1 0 1 1
f1 0 1 0 1 0 4
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Coredrand Typs
st Lmnn Than

I migrahir Than
F - fpdTa e | L% S——p Confirme clicando OK.
Ranga ta sioe] Condraints: $FFIE 1 | e |

$E415 1]

v v
O ldentificacdo dacélulp © ldentificacdo dacélulaque deve
gue deve conter aformulpda conter o lado direito da restri¢&o.
restricao.

v

® ldentificacdo do tipo de restricédo
(default €£).
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Umavez corrigida alinha z do tabl eau, executam-se os passos do algoritmo
simplex normalmente. Os passos vém apresentados a seguir.

X . <
\|/ minima razao
X1 X2 el f1 ai RHS /I\
X Z -1+ M 2x M -M 0 0 M
—ta: 1 ©) -1 0 1 1 1/1=1#
e
f1 0 1 0 1 0 4 4a11=4
\\\ elemento de pivot
X1 X2 el f1 a1 RHS
(0) z -1+ M 2+ M -M 0 0 M
(1) ai 1 1 -1 0 1 1 Nenhuma operacéo
(2) f1 0 1 0 1 0 4
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Repita o procedimento para as demaisrestricoes.
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X1 X2 e1 f1 ai RHS
(0) z 1+M___2+M -M 0 0 M ) = (0) + (-M-2) x (1)
()] ai 1 1 -1 0 1 1
(2) f1 0 1 0 1 0 4
{1
X1 X2 e1 f1 ai RHS
(0) z -3 0 2 0 -M-2 -2
(D) ai 1 1 -1 0 1 1
2) f1 0 1 0 1 0 4
X1 X2 e1 f1 a1 RHS
(0) z -3 0 2 0 -M-2 -2
(D ai 1 1 -1 0 1 1
2) f1 0 1 0 1 0 4 2y = (2 - (1)
dl
X1 X2 e f1 a: RHS
(0) z -3 0 2 0 -M-2 -2
()] ai 1 1 -1 0 1 1
(2) f1 -1 0 1 1 -1 3
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Naprimeiraiteracdo, avariavel artificial é removidadabase. Paraverificar
se as operagdes elementares com as linhas do tableau foram executadas
corretamente, verifique quais colunas contém Ms apds o pivot. Umavez
removidas as variaveis artificiais da base, somente as colunas
correspondentes a estas variaveis devem conter Ms.

Nas demais iteragdes do simplex, a colunaa, pode ser eliminada do tableau.
A préximaiteracdo resultaem:

%
/i
X1 X2 el f1 RHS
(0) Y4 -3 0 2 0 -2
1) a1 1 1 0 1
2) f1 -1 0 Q 1 3

elemento de pivot
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Apos iteracéo:
X1 X2 el fa RHS
(0) z -3 0 2 0 -2 0)= (0) - 2x(2)
(1) a1 1 1 -1 0 1 1= (1) + (2)
(2) f1 -1 0 1 1 3 Nenhuma operacéo
X1 X2 e1 fa RHS
(9) z -1 0 0 -2 -8
(1) a1 0 1 0 1 4
(2) f1 -1 0 1 1 3

Este é o tableau 6timo. Observe que nas iteragdes finais do método, apos
remocao da varidvel artificial da base, a coluna correspondente a variavel
artificial deixou de ser utilizada no tableau do simplex.
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3.1.3. O agoritmo simplex em pacotes computacionais

Diversos pacotes computacionais executam o algoritmo simplex. Os mais
conhecidos sdo da familia Lindo (www.lindo.com). Além do préprio Lindo,
disponivel namaioria dos livros-texto de Pesguisa Operacional, 0 programa
What' s Best, implementado na planilha M SExcel, € bastante popular. A
prépria planilha Excel possui umarotina de otimizacdo linear, designada por
Solver e disponivel como add-in do programa. Todavia, o Solver ndo é tdo
“amigavel” como o What' s Best.

Na sequéncia, sdo apresentados dois tutorais para utilizaco dos pacotes
What' s Best e Lindo na solugdo de problemas de Programacéo Linear.
Esses dois pacotes computacionais podem ser obtidos da I nternet
gratuitamente através do site www.lindo.com.

A. Tutorial do What' s Best

O objetivo deste tutorial € introduzir o usuario ao What's Best (WB) através
da solugdo de um problema usando a planinha Excel. O nome do problema
em questéo é“XYZ"; ele encontra-se descrito a seguir:
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I_n-.n-nmu [ .
I
‘ n LIK\‘ ® Escolhaum nome paraas variaveis

P inteiras (qual quer nome serve).
- | g
LEEEE
[icgz:qri= a]
Bty

b \pe
= Talersncs . .
P || © Clique emOK p/ confirmar.

© I¥entificacdo das células
selecibnadas como aj ustaveis e
inteir

© Identifique se variaveis de decisdo sdo inteirasbinarias
(O ou 1) ou qualquer numero inteiro nao-negativo (opcéo General).
Atencdo: default do programaé binario
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O problema de Producdo XYZ

A XY Z Corporation monta dois model os de computador. O modelo Padréo
geraum lucro por unidade produzida de $300, enquanto o0 modelo Luxo
geraum lucro por unidade de $500. Os dois model os utilizam trés
componentes para sua montagem: o chassis Padréo, o chassis de Luxo e o
drive de disguete. O modelo Padr&o utiliza um chassis Padréo e um drive de
disquete. O modelo Luxo utilizaum chassis Luxo e doisdrives de disquete.

Problema: qual combinagdo de modelos Padréo e Luxo maximiza os lucros
da XY Z, considerando os componentes atual mente em estoque?

O problema XY Z encontra-se no arquivo XY Z.xls. Vamos na sequéncia
examinar suas caracteristicas.
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Outros programas de otimizagao

e Solver do Excel

— Vantagem: suporta todas as fun¢fes mateméticas do
Excel.

— Desvantagem: “escond€’ aformulaco.
e Lindo
- \;én,.tagem: executa andlise de sensibilidade e pode ser
baixado gratuitamente da rede.
- Deﬂ/anfEaggm: formulacao deve ser escrita como texto.

Tutorial do Lindo disponivel na apostila
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Examine o layout e alogicado modelo. Teste véarias projecdes do tipo What
If?. Por exemplo, tente gustar a Quantidade a ser Produzida em ambas as
células (C5 e D5) de modo a maximizar o Lucro (G6) sem que o Total de
Componentes (E15:E17) exceda o nimero de componentes em estoque
(G15:G17).

Por exempl o, um possivel plano de producdo consistiriaem produzir o
maior nimero possivel de modelos Luxo (ja que eles apresentam o maior
retorno por unidade produzida). Ent&o, com o que sobrar de componentes,
produzir tantos model os Padréo quantos forem possiveis. Este plano de
producéo usaria50 chassis Luxo (E16), 20 chassis Padréo (E15), e todos os
120 drives de disquete (E17) em estoque. Este plano resultaria num lucro
total de $31000 (G6). Esta solugédo, no entanto, pode ser melhorada
utilizando o WB.
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|. REVISAO DE ALGEBRA LINEAR

[.1. MATRIZESE VETORES

» Umamatriz é qualquer arranjo retangular de nimeros.
« Umamatriz A com mlinhase n colunas € uma matrizmx n.
*mx néaordemdeA.

Forma geral:
edy 8 -t Gl . N
N a O ndmero nai=m |inha ej&sim

A= 2 %2 %N colunadamatriz é denominado
é : : . v a.
& u
@ S 8mi
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Passos para utilizacdo do What’s Best

A. Determinar as Adjustable Cells(se vocé estiver lidando com um
problema de programagdo inteira, va direto para o item B).

Neste exemplo, desejamos determinar as quantidades a serem produzidas de
ambos os model os de computador (C5:D5). Para que o WB identifique
essas células como numéricas, vocé deve digitar algum ndmero nelas (zero,
por exemplo). Nasequéncia, especifique que as células C5 e D5 sdo
gjustavels (adjustable) selecionando ambas as células e escolhendo a opcéo
Adjustable no menu do WB (clique OK no dialog box). O WB vai
apresentar as células gjustaveis em azul. O default do WB restringe as
células gjustaveis a serems 0. Caso vocé desgje permitir que umacélula
gjustavel (correspondendo a uma variavel de decisdo do problema) assuma
valores negativos, selecione a célula, escolha Adjustable no menu WB! e,
em seguida, aopc¢do Free. Verifique no Refersto: se acélula selecionada
esta correta e escreva um nome para aquela célulaem Free namesin
Workbook (por exemplo, “livre”). Paraconcluir aoperacéo, clique Add e
OK. A partir deste ponto, 0 WB vai admitir valores negativos paraacélula
sel ecionada.

90



.1 Matrizese Vetores

» Uma matriz com uma Unica coluna é um vetor de coluna.

» Uma matriz com uma Unicalinha € um vetor de linha.

* Vetores, por definicéo, sdo de coluna; um vetor de linha é um
vetor de coluna transposto.

» Um vetor de zeros é designado por 0.

Produto Escalar de Vetores:

Sejam u” =[ u,,...,u,] um vetor (transposto) de linhaev = [
V;,...V,] um vetor de colunade igual dimensdo. Seu produto
escaar serd 0 numero:

u'.v=uyv, +uy,+.+uyv,
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B. Programacdo Inteira (se o problema néo for de programagéo inteira, va
direto paraparao item C).

Algumas solucdes para problemas de otimizagdo so podem ser interpretadas
se forem expressas em termos de nimeros inteiros. Paraque o WB! limite
as solucdes de um problema aguel as que resultarem em valores inteiros para
asvariaveis de decisdo, vocé tera que programar as células gjustéveis para
este fim. No exemplo XY Z, as células C5:D5 devem ser programadas para
aceitar somente nUmerosinteiros. Marque essas células e selecione a opcéo
Integer no menu WB! No box de didlogo, confira seas céulas marcadas
s80 as desgjadas (€l as estéo apresentadas abaixo do Refersto:). A seguir,
escolha um nome para as células (por exemplo, “modelos”) e escrevaem
Integer names in workbook, clicando Add e OK para finalizar a operacao.
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.1 Matrizese Vetores

« O produto escalar:

éviu
é:u
veu=">: 7 ¥qu .- U
é u>{ ! o)
eVn
ndo é definido.
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C. Determine o0 Objetivo (Best)

O objetivo da XY Z é maximizar o lucro, 0 que pode ser expresso em termos
matemati cos pela expresséo:

Lucro Total = (Qtdd de Modelos Padr&o produzidos) < (Lucro por
unidade do Modelo Padréo) + (Qtdd de Model os Luxo produzdos)

= (Lucro por unidade do Modelo Luxo)

Esta férmula aparece na célula G6 como =C5* C8+D5*D8. Parafazer com
gue aférmula em G6 segjatratada como funcéo objetivo pelo WB, movao
cursor para aquela célula é escolha Best... no menu WB!. A seguir,
seleciona Maximize e clique OK.




OPERACOESCOM MATRIZES

Transposto de uma Matriz: ?an a, - u
é a
~a e Aoy s
Sejaumamatriz qualquer deordem (mxn): A =¢€ ,21 a_22 . ,2” u
é: a
é a
6y Sy a
O transposto de A, designado por A”, a a.r
serd uma matriz de ordem (n x m): gaﬂ 2l "‘13
a
A ¢= éafl.Z .22 a'mZ G
é: : a
é a
g6, &, - Am
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D. Especifigue as restricdes (constraints)

Asrestricdes do problema nos informam gue o total de componentes
utilizados (E15:E17) deve ser menor ou igual ap nimero em estoque
(G15:G17).

A formula parao total de chassis Padrdo utilizados é =C5* C15+D5*D15.
Ascélulas E16 e E17 apresentam formul as similares para os componentes
ChassisLuxo e Drives de Disguete.

Para especificar as restriges, margue com o cursor as células F15:F17,
escolha Constrain... no menu do WB! E clique OK. Observe que o dialog
box da opgéo Contrain apresenta E15:E17 como lado esquerdo da equagéo
(left hand side of the equation), =G15:G17 como lado direito (right hand
side of the equation), $F$15:$F$17 como a localizac8o onde as restricdes
estdo armazenadas na planilha, e <= less than (menor ou igua a como tipo
de restricdo default.
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MATRIZESE SISTEMAS DE EQUACOES
LINEARES

3 X tapX, + ...+ X, = b
321X1+32:2X2+ e bz

GuaXy * BrgXy + e+ FuXy = By,

* Xy, Xp..., X, = Varidveis desconhecidas (incognitas).
* a;,b = constantes

Solucéo para um sistema de equacdes lineares comm equacdes e n
incognitas = conjunto de valores parax,, X,,..., X, que satisfaca as
m equagOes do sistema.
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Apos estas trés operacdes, 0 WB estapronto pararesolver o problema XY Z.
No menu do WB!, selecione aopcdo Report e marque os relatérios Status
Report e Solution Report. Assim, apds resolver o problema, o WB ira
apresentar um relatorio de solucéo, com todas as informagdes sobre a
otimizagdo. Pararesolver o problema, escolhaaopgéo Solve do menu do
WAB!. A janelade status do solver aparecera Logo aseguir, aplanilha
reaparecera, com o maior valor possivel de lucro indicado na célulaindicada
anteriormente. A solucéo dada pelo WB fornece o melhor lucro possivel,
considerando os recursos e restricdes do problema. A solucéo também
informao nimero de quantidades de cada model o a serem produzidas e 0
guanto de cada componente foi utilizado. O relatorio de solugdo do
problema encontra-se disponivel numa worksheet auxiliar denominada WB!
Solution.
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SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES
Representacéo Matricial

631 ap - Anu éX0 ébyu
é a é, u é, U
a a - a X

A-e’d “2 7 g x= €20 b= é24
é : . . 0 é:u é:
é a é, u & u
em dm2 ° @mna éXna i

(mxn) (nx 1) (mx 1)
Ax = b
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B. Tutorial do Lindo

Parte 1
Objetivo: demonstrar a utilizagcdo do software LINDO.

1.1. Iniciar o programalindo
No Windows 95, escolha a opcéo MSDOS. No prompt do DOS digite:

C:\> lindo

O prompt do Lindo aparece na forma de dois pontos“ : 7. O acesso atodos
os comandos do programaé feito através desse prompt.

1.2. Liste os comandos do Lindo

O programa possui umallista de seus comandos, a qual pode ser acessada
digitando:

. com
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INVERSO DE UMA MATRIZ

Definicoes:
© A éumamatriz(mxn). Sem=n, entdo A é umamatriz quadrada.

® A=[a]. Oselementos diagonais de A sio aqueles a; para os
quais i = j.

(3] ¢l 0 0 - 0Oy

10 - o

e

0 0 0 - 1

= matriz identidade (1,

e
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1.3. Obtendo informacdo a respeito de um comando

Lindo oferece um breve sumario de cada comando. Para descobrir como
utilizar algum comando, digite help seguido do nome do comando. O
exempl o abaixo mostra como obter o sumério acerca do comando edit.

. help edit

1.4. Entradade um problemano Lindo

Lindo possui um editor interno, o qual pode ser acionado da seguinte
maneira

. edit
Uma vez dado o comando, atelado Lindo muda parao editor interno e vocé
pode digitar o problemaa ser resolvido. Digite o seguinte problema

Max 3x1 + 2x2

st

acabamento) 2x1 + x2 < 100

carpintaria) x1 + x2 < 80

demanda) x1<40

O rétulo nas linhas do problema é opcional; eles gjudam aorganizar o
problema Aperte nateclaesc parasair do editor.
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METODO DE GAUSS-JORDAN DE
INVERSAO DE MATRIZES

| déia Central:

Determine A-! tal que A.A1=1,

Procedimento:

Transformar A em | através de operacdes elementares com linhas.
As mesmas operacdes transformardo | em A-L.
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1.5. Listando o problema

Para visualizar o problema digitado acima, use o comando “ look ”. O
comando “ look all” listao problemainteiro.

- look all
Para visualizar somente arestricéo relativa a carpintaria, digite o nimero da
linha correspondente ou o rétulo da restricao:

- look 3
ou
. look carpintaria
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EXEMPLO 1: A—e2 S0
g 3

10 (De= B
01

O

0
1
7 0
1
0
2

(2)e= (2)- (I

9e= (2" (2
De= (@)- %(2)

v
y
‘ 31 -25

2 5
13
1%
13
1%
0 %
1 %
0 1
10
01
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1.6. Solucionando o problema

Para solucionar o problema, digite

. go

O problema é resolvido e a solugdo é apresentada. A solucdo consiste de:

- O nimero de pivots (iteracdes) necessarias para encontrar a solugdo 6tima
- Ovalor otimo dafuncéo objetivo.

- Ovaor das variaveisde decisio.

- Ovalor das variaveisde folga ou excesso.

Lindo entdo perguntara

DO RANGE (SENSITIVITY) ANALYSIS?
?

Responda“y” paravisualizar uma lista de valores para os coeficientes da

funcdo objetivo e das varidveis basicas para 0s quais a solucdo permanece
inalterada. Responda“n” paraignorar.

98



el 2

EXEMPLO 2: B=82 46

12|10
2 4|0 1 (9¢= %(2)
12‘10

1 2|0 % 2)e=(2)- (1)
1 2|1 O
o|-1 ¥
\—> B-1 ndo existe! Note que a segunda
linha € uma combinagéo linear
daprimeira.
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1.7. Visualize a solucdo

Use o comando “solu’:

: solu

1.8. Salve a solucdo em um arquivo

Para salvar os resultados da otimizagdo, use os comandos “dive’e “rvrt”:
. dive a:\mydata\giapetto.sol
> solu
:orvrt

A sequénciade comandos acima salva a solugdo em um arquivo chamado
giapetto.sol no drive a, no diretério \mydata




Pratica4

Resolva 0 seguinte sistema de equacdes lineares usando a
matriz inversadeA:

%+%=4
4X1+X2' 2)(3:(]
I+ Xp- X3=2

A solucdo do sistema sera dada por x = AL.b
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1.9. Salve o problemano formato Lindo

Lindo usa o seu proprio formato para salvar o problema Parasalvar um
problema neste tipo de formato, digite:

. save a:\mydata\giapetto.Ind

1.10. Salve o problema no formato texto
V océ também pode salvar o problema como texto. Paratanto, digite

. dive a:\\mydata\giapetto.Ip
> look all
L orvrt
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Considere 0 seguinte problema:

Um fabricante de mdveis deseja determinar o mix ideal de producéo,
levando em conta precos-de-venda dos produtos e quantidade
disponivel de insumos.

A situacdo atual vem dada na tabela abaixo:

Produto Qtidd de
Insumo Escrivaninha Mesa Cadeira Insumo
Tabua 8 6 1 48
Acabamto 4 2 15 20
Carpintaria 2 15 05 8
Lucro Venda $60 $30 $20
Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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1.11. Saindo do programa Lindo

Para encerrar a sessdo do Lindo e retornar ao prompt do DOS, digite:

: quit

1.12. Imprimindo a solucdo

Paraimprimir uma solucdo salvaem arquivo, digite:
Print a:\mydata\giapetto.sol

Isso éfeito forado Lindo.
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A formulacao matematica deste

problema é
Maxz=60x + 30x, + 20x, Restrigéo das Tabuas
sa 8, + 6x, + X, £ 48

4x + 2x, + 15x,£20 — Restricéo de Acabamento

2x. +1.5x, + 05x,£8
xi, :z ))((333 0 AN Restricgo de Carpintaria

r

. No égcrivani nfgas produzidas
FENG mesas produzidas

¢ Nocadeiras produzidas

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 102

Parte 2
Objetivo: apresentar alguns comandos adicionais do software LINDO.

2.1. Inicialize o programa Lindo

c:\> lindo

2.2. Abraum problemasalvo em arquivo

No Tutorial 1, o problemafoi gravado nos formatos Lindo e texto. Existem
dois comandos diferentes para carregar o problema, conforme o formato
usado para salva-lo. Escolhaum deles:

2.2.1. Carregue um problema gravado no formato Lindo

. retr a\mydata\giapetto.Ind

2.2.2. Carregue um problema gravado no formato texto
. take a:\mydata\giapetto.lp

Com esses comandos, vocé carregou o0 problema na meméria do Lindo.
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Pararesolver o problema pelo Smplex,
temos que adicionar variaveisdefolga

Maxz=60x,+ 30x, + 20x,

sa 8, + 6x, + X+ f = 48
4x,+ 2%, + 15x, + , =20
2x,+1.5x, + 0.5x, +f,=8
Xy, Xy, X, f, f,, f3:0

Asvariaveis de folgaformar&o abase inicial do método Simplex!
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2.3. Revisualize o problema

Revisualize o problema que vocé carregou usando o comando “look”:

. look all

2.4. Execute somente uma iteracdo (pivot)

O comando “go” executa multiplas iteraces até chegar numa solucéo 6tima
(Unica, infinita ou invidvel). Para executar um Unico pivot, use o comando

piv”:

. piv
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Elementos de um problema de
programacao linear

Maxz=60x + 30x, + 20X, — Func&o objetivo

s.a: 8x,+ 6x, + X+ f; = 48 | . Lado direito
a4+ 26 + 1.5x +f, q 20| dasrestricoes
2x,+1.5x, + 0.5x, + f,|98
Xy, Xy, X, f, f, f;2 0

Matriz derestrices

Vamos comecar estudando af.o.

v

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 104

2.5. Apresenteo tableau atud

Para visualizar o tableau ap06s o pivot em 2.4, use 0 comando “tabl”:
. tabl

2.6. Salvando o tableau atud
Para salvar o tableau atual , use os comandos “dive’ e “ rvrt”:

. dive a:\\mydata\giapetto.tab
. tabl

Dorvrt
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Elementos da Funcao Objetivo

Maxz=60x,+ 30x, + 20x,

/ N\

Vaor zdafuncdo objetivo Funcéo objetivo

Antes de definir os elementos da fungdo objetivo, vamos definir as
variaveis que compdem o problema.

Asvariaveis do problema se dividem entre:

1. Variaveis basicas (que participam da base);
2. Variaveis ndo-basicas (que ndo estao na base).
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2.7. Visualizando a solucdo atual

A solucéo atual ainda ndo € 6tima, mas vocé desgjavisualiza-la (valor da
funcdo objetivo, valores das variaveisde decisdo, folga e excesso). Para
tanto, use o comando “ solu”:

. solu

Lindo avisaréd o usuario de que a solugdo atua “pode ndo ser adtimd’.
Neste caso, a solucéo Gtima pode aparecer Nnos proximos pivots.

2.8. Saindo do programa Lindo

: quit
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Vamos representar o conjunto de variaveis
basi cas e ndo-basi cas naformade um vetor x

X¢_'[XB|X NB]
Por exemplo, se f;, f, ef; formarem abase, o vetor de varidveis seria

Xe{ 15, T % %]

Os valores dessas varidveis, considerando as restri¢des do problema seriam:

xe[ ., 15, 5%, % ,%]=[48,2080,0,0]
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2.9. Imprimindo o tableau atual

Paraimprimir o tableau que vocé salvou no passo 2.6, digite

Print a:\\mydata\giapetto.tab
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Elementos da Funcao Objetivo

Maxz=60x,+ 30x, + 20x,

Os coeficientes (60, 30, 20) sdo chamados coeficientes de custo,

sendo também representados como um vetor: ¢
fl 2 3

1/
c¢[c, C,,C5,C4.C5,C6]=[60,30,20,0,00]
rrr
X X X
A cadavariavel do problema corresponde um coeficiente nafungéo
objetivo.

O vetor ¢ também pode ser divididoemc ™ = [cg, Cygl-
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Representacéo Vetorial da Funcao
Objetivo

Max z = ¢ X, + CX, + .... +CX,

N

Max z = ¢ X

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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Elementos de um problema de
programacao linear

Maxz=60x + 30x, + 20x, — Funcdo objetivo

sa 8, + 6x, + X +f =|48 |  Lado direito
a4+ 26 + 1.5x +f, q 20| dasrestrictes
2x,+1.5x, + 0.5x + ;|9 8
Xy, Xy, X, f, f, f;2 0

Matriz de restrices

Como representar a matriz
derestrigbes
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Matriz derestricoes

Cada coluna da matrix de restrigdes corresponde aumavariavel do
problema.
Por exemplo...

Maxz=60x,+ 30x, + 20x,

sa 8, + 6x, + X + f; = 48
4%, + 2%, + 1.5x, + 1, =20
2x;+ 1.5, + 0.5%, + f,[=8
Xy, Xy, Xy B, B, 1520
4 X X3 f fy f3
8 6 1 1 0 0Oy
A=24 2 15 0 1 o
u
g2 15 05 0 0 1y
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Matriz derestricoes

Dividiremos a matriz de restri¢fes (A) entre as colunas
correspondentes as varidveis basicas (B) e aquelas
correspondentes as variaveis ndo-basicas (B ou N).

Ou sga
A=[BIN]

No exemplo...

¢l 0 08 6 1y

A=[BNJ[f1, T2, fdxa, %0, xgF0 1 G4 2 15!
g0 0 12 15 05
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Elementos de um problema de
programacao linear

Maxz=60x + 30x, + 20X, — Func&o objetivo

sa 8, + 6x, + X +f =48 |  Lado dirdito
a4+ 26 + 1.5x +f, q 20| dasrestricoes
2x,+1.5x, + 0.5x, + f,|98
Xy, Xy, X, f, f, f;2 0

Matriz derestrigbes

Finalmente, vejamos como representar o
lado direito das restricdes

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 112

112



Lado direito dasrestricoes

Organizaremos esses valores num vetor, o qual chamaremosb.
Isto &

e¢bro

ép U
_ eP2

e . u

b
D
¢48y

b = €204
e u
88¢

No exemplo:
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Préatica 5

Considere o problema abaixo:

Minz = 3x; - X, + 5%,
sa Xl + X3 £4
AXy+ Xo- 2%33 0
3% - X3£ 2
X, Xo, X3¢ 0
Transforme as inequagdes em equacdes introduzindovar. defolga

e excesso. |ldentifique umabaseinicial parao problema. Escrevaa
representacéo matricial de cada elemento do problema.
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Agora que sabemos como representar todos 0s
elementos de um problema de PL, podemos
desenvolver férmulas para determinar os
elementos do tableau do Simplex

Através dessas formulas, realizaremos analise de sensibilidade em
problemas de programacéo linear.
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Elementos do tableau do Simplex

I dentificando os
elementos do tableau:

N° indicando o potencia de melhorianaf.o.

resultante daintrodugéo de x, nabase =z, - c,.

Vaor atual daf.o.

Vaor atual das

7 variaveisbésicas,

=b

Z X , X3 f; f, f3| RHS
Linha0 » z|1 -60:-30 20 0 0 0| O}
:f,/0 8 6. 1 1 0 0] 48
Variaveis |
atuamentena | f,|0 4 2 3/2 0 1 0]:20
base fl0 2 % ¥, 00 1| 8
Valor atual dos coeficientes de x, namatriz A,

= vetory,

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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F6r mulas que permitem determinar o

valor dos dementos do tableau

» Determinando os n°s (na linha 0 ouz do tableau) queindicam o
potencial de melhoria naf.o. resultante daintroducéo de varidveis ndo-

bésicas na base.

Como chamaremos estes nimeros:

z-c, onde jéavariavel ndo-basicaem questdo.

] ]

Note que:

* Se|j corresponder aumavar. basica, z - ¢ =
» Sej corresponder a uma var. ndo-basica, Z-

valor.

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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Valoresdez - ¢ paravariaveis
nao-basicas (lembre que para asvar. basicas,

5-6=0)
[ e |
b 0 ¢ o o m— o —
.r ¢, = coeficiente de custo da variavel j na fungdo objetivo |
L. e e e — s —
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Caculandoovaorde z eovetor b nolado
direito do tableau

I. ..........
. b=-Bh I
T T —
.r z=ctb |
e —
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restricoes

Calculando as colunasy; da matriz de

Note que:

* Sej corresponde auma var. basica, a colunay; sera umadas colunas

da matriz identidade.

Exemplos:

X,| O 1 0
Variaveis
basicas X, 1 0 0

X 0 0 1

Prof. Fogliatto

Variaveis
béasicas %

SR
X 0 0 1
0O 1 O
x| 1 0 O

Pesquisa Operacional
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Calculando as colunasy; das variavels
nao-béasicas
:r yj=Ba,
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Resumo das Férmulas

4 —G = CB’B'laj — G z=cgb

XB

Prof. Fogliatto

y;=B"a b=B"
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Exemplo

Considere o problema do fabricante de méveis. Desejamos determinar
o tableau do Simplex quando as variaveis basicas forem x,, X, €X,.

Maxz=60x,+ 30x, + 20x,

s.a: 8, + 6x, + X+ f
4, + 2x, + 15X, +f,
2x,+ 1.5x, + 0.5%, + f;
Xy, Xy, Xg f, |
8 6 1 1 0 Oy 8 6 1y
A=% 2 15 0 1 0 B=% 2 15
e u e u
&2 15 05 0 0 1y g2 15 05y
Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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¢, =[60, 30, 20]
648y
b = €204
e u
&8¢
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Comecaremos calculando B

8 6 1y ¢% I M
B=% 2 1589 = pgl-%y 1 4d
é u é u
g2 15 05 -1 0 4y
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Os dementos da linha O do tableau
Serao:

Paraf, b z,-c,=c, Bla,-c,460 30 20| % -1 4 0"

uewu

g1 0 44¢ae0g

Paraf, b z-C;=Cy'Ba;-C,=[60 30 20]<5% -1 40810

ueu

g1 0 4ye0g

, % F ) &%
Parafy b 7 -Co=Cy'B'8-Co=[60 30 20|« %5 -1 4
&1 0 4gely

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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Os dementos do lado direito do tableau
Serao:

é% % '720 A8y e 17
b-& U 8oq0_ & 1ol
b_é}g -1 4 x200 = 2 120

&1 0 4568y & 164

617

z=c4b=[60 30 20]<- 128 = 340
- 16@

>

[(o+]]
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Os vetoresy serao:

Prof. Fogliatto

Yo =

y3=

¢ly 6% F Vel e

o 1 4k
&0g &1 0 475600 g 1y
! % o Twmel e
614 ys=o % -1 4 f00=C 1
e u

603 g1 0 4460 g0¢
b ¢% % Jhuelu ¢
<0, Vo= 0% -1 40&ol=t 4l
ely g-1 0 45605 g4

Pesquisa Operacional
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O tableau do Simplex correspondente a
esta base sera:

Z X, X, X, f, f, f3 |RHS
z|1 0 0O O %, 15 -10| 340
x,]0 1 0 0 S 3, 7| 17} Notequeesta
x,]0 0 1 0 ¥ -1 -4|-12i Ndoéumabase
2 2 . viavel (b<0)
X0 0 0 1 -1 O 4 -16 ¢
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Préatica 6

Monte otableau do Simplex para o exemplo anterior quando
abase € formada pelas variaveis B = [x,, f,, f,].

Esta é uma base viavel ?

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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ALGORITMO SIMPLEX

O método Simplex vai de uma base a outra base adjacente
introduzindo uma var. ndo-béasica na base no lugar de
uma variavel basica

j = var. fi-basica
O agoritmo otimizaa . "_
seguinte fungao: Maxz=z)- 3 (Zj - Cj)Xj,p/tOdOj.
j

Os critérios de entrada e saida da base séo:
(1) Entrada - x.entrasez - c, <O0.
(2) Saida - xg saise: b _ Min! h. Yik>03

Yoo Eizmy VYig b
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Formulas arranjadas no tableau:

z-G=cgB g~ | z=ctb

Xg y;=B™a b=B"b
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SituacOes especias:

1. Solugdes 6timas alternativas,
2. Solucéo infinita (tendendo ao infinito).

3. Baseinicial néo disponivel (problemac/
variaveis de excesso ou restri¢des do tipo =).
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Exemplo ¢/ solucbes otimas

aternativas

Min z= -2x -
S.a Xt
=Xt
X1
Prof. Fogliatto

ax,

Reta de soluces 6timas
\alternativas
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Exemplo ¢/ solucao tendendo ao

INnfinito
A Solug&o 6tima
Min z= - ® u
s.a
Prof. Fogliatto
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'Ex. ¢/ baseinicial n&o disponivel

Minz= x - 2%,
sa Xt X 31
X, £ 4 0
Xy, X, 20 6

lAdici onando excesso e folga + By (Base Otima)

Min z= x, - 2X,
s.a X+ X - e =1
X +tf,=4

X Xp €, fy : 0

lAdici onando artificial

Minz= X, - 2x, +Ma, B, L
. _ 2 4 6
sa Xt X-e +tay=1 \
% +f) =4 z
Xy %o € f1'a1 20
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Pratica 7A
Solucéo otima Unica

Maxz=60x,+ 30x, + 20x,

sa 8, + 6x, + X3 £ 48
4x,+ 2%, + 1.5x%,£20
2x,+ 1.5, + 05x,£8
Xp X X3 0

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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Préatica 7B

Maxz= 36x,+ 30x, - 3X; - 4x,

sa Xt X - X £5
6x, + 5X, - X £10
X X Xy % 30
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Pratica7C
Solucoes otimas alternativas

Max z = -3x, + 6X,
sa
SX, + 7X, £ 35
X+ 2%, £ 2
X, X,° 0
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Pratica7D
Base Inicial nao-disponivel

Maxz = -x - 2%,
sa
3X, +4x,£ 12
2%, - X, 32
X, X2 0
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Pratica 7E
Base Inicial nao-disponivel

Minz = -x, - X,
sa
X - %01
X+ %31
X, X,° 0

Este problema ndo possui solucdes viaveis (confira graficamente).
Verifique como o método do M-Grande vai sinalizar a auséncia de
solugdesviaveis.

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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Préticas Adicionais

® Maxz = 2¢X; + X, - X,

sa X, + X+ 2%, £6
X, +4%,- X £4
Xy X0 %2 0
@ Minz = 3x - 3, + X
sa X, +2%- X335
3% - X T XE4
Xy Yo %32 0
® Maxz = 2%, - X,
sa X, +% £ 3
X X, 31
X, %, 0
Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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ANALISE DE
SENSIBILIDADE

Estuda como alteracdes nos parémetros do tableau 6timo de um problema
de programacao linear afetam a solucéo 6tima.

Objetiva: verificar afaixade variagcdo nos parametros dotableau étimo
paraaqual asvariaveis da base 6tima permanecem
as mesmas.
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A Andlise de Senshilidade &
um dos topicos mais importantes em
Programacao Linear

1. Permite analisar o efeito de alteracdes nos paréametros de um problema
sobre a solucdo Gtima sem resolver o problema novamente.

Lembre que alguns problemas envolvem mais de 1000 variaveis e
restri¢des, e implicam num tempo computacional grande para sua
soluc&o.
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2. Permite determinar afaixa de variag8o permitida para os parametros
do problema, o que possibilita sua andlise econémica.

Por exemplo:

Numa carteira de investimentos, opta-se pelos planos A, B e C,

com retornos $3, $2.5 e $4 por real aplicado. Qual afaixade variagdo
permitida para o retorno do plano A tal que ele continue sendo
selecionado para investimento?
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Importancia da Andlise de Sensibilidade

3. Permite uma compreensédo aprofundada do algoritmo Simplex.

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 148

148



Topicos de Analise de Sensibilidade

Estudaremos o efeito das seguintes alteracdes em pardmetros de um
problema de programac&o linear:

1. Mudanca no coeficiente da funcéo objetivo de uma variavel néo-
bésica;

2. Mudanca no coeficiente da funcéo objetivo de uma variavel basica;

3. Mudanca no lado direito de uma restricao;

4. Mudanca na coluna de umavaridvel (a) ndo-basica e (b) bésica;

5. Adicdo de umanovavariavel ou atividade.
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Produto Qtidd de
Insumo Escrivaninha| Mesa | Cadeira |Insumo
Tabua 8 6 1 48

Acabamto 4 2 1.5 20
Carpintaria 2 15 0.5 8
Lucro Venda $60 $30 $20

Maxz=60x,+ 30x, + 20x,

s.a: 8, + 6x, + X +f = 48
4x,+ 2%, + 1.5x, +f, =20
2x;+1.5x, + 0.5x, +f,=8
Xy, Xy, Xy f, f,, 330
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Xg

XN

Prof. Fogliatto

z X, X, X f f, f; | RHS
z|1 0 5 0 0 10 10| 280
f,{0 O -2 0 1 2 -8| 24
X3 0 O -2 1 O 2 4 8
x,/]0 1 125 0 0 -05 15| 2
=(f, X5 X)) = (24,8, 2) 7 =280
= (X fo f) = (0,0,0) ¢ = (0, 20, 60)
Pesquisa Operacional
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1. Mudanca no coeficiente da funcao objetivo
de umavariavel ndo-bésica

Suponha que o coeficiente de umavariavel j sejaalterado de ¢ para
c +D.
]

A base dtima atual se modificarase z - ¢, <0 (o probl. € de Max).

Se estefor o caso, avariavel X devera entrar na base.

V gjamos um exemplo...
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No exemplo dos méveis, a Unica variavel néo-

bésica com coeficiente: 0 naf.o.éx,

Suponha que o coeficiente de x, sejaalterado.

Desgja-se determinar para quais valores de c, a base 6tima atual
permanece inalterada.

coeficiente atual

c,=30

C, =30+D —  novocoeficiente (D pode ser
qualquer n°)

Qual afaixade valoresque D pode assumir?
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Para que a base atual permaneca otima,
2-C>0

Utilizando aférmula Z,- C, = C§B'a, - c,
Que pode ser reescritacomo:  Z, - C, = C§Y, - C, ,jaquey,=Bla
é- 2u

Assm,  z,- ¢, =[0, 20, 60]<¢- 2{- (30+D)=5-D>0
81.25¢

Logo, D < 5. Ou sgja, paravalores dec, < 35, abase atual permanece
Gtima.
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Resolver o item (a) do exercicio 1 da Listade Exercicios In Class.
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2. Mudanca no coeficiente da funcéo objetivo

de umavariavel basica

» O lado direito dotableau permanece inalterado, exceto pelo valor de z

* Osvaloresde z - ¢ paratodas as variaveis nao basicas deve ser recal-
culado.

* Sez- ¢ <0 paraqualquerj, abase dtimaatual sofrera alteraco.

V gjamos um exemplo...
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Vamos verificar paraquais valores de c, no
exemplo dos moveis, a base atual permanece
otima...

* O coeficiente atual da variavel x, € ¢, = 60.

» O novo coeficiente sera ¢,* = 60 + D.

» Todas as variaveis ndo bésicas sio testadas:

j=2
é- 2u
z,- c,=cgy,- c,=[0, 20, 60+ D]xg- 23- 30=5+%D>0
el.25¢
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Testando variavel s nao-basicas:

=3 6 2 |
Z5- Cg = C%ys' G = [O’ 20, 60+ D]Xg 2 ll':_ 0=10- %D> 0
g 0.5g
j=6: & 8u
Zg- Co=CLY,- G = [0, 20, 60+ D]Xg- 43_ Uil
el-5g
Agrupando as 3 inequagoes.
5+%,p<0 | I -4<p<20
10-Y%,0>0
10+3,0>0
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Se ¢, variar no intervalo:
(56, 80)

a base atual permanecera 6tima.

Z 4 . Resolva a parte (b) do problema
Pratlca 9 1 da Lista de Exercicios In Class
Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 159

159



3. Mudancano lado direito de uma restricéo

3a. Efeito na base atual

Alteracdes emb ndo afetam os valores de z - ¢;; assim, abase atual
permanecerd 6tima, a menos que algum elemento de b fique negativo.

No exemplo:

Suponha queb,, atualmente em 20, sgja modificado para b,” = 20 +D.
A base atua permaneceraétimase b= 0

el 2 - 8u é 48 u e24+2Du
BzB'lb-AO 2 4”xezo+D °8+20 s 0 — -4£Dc4

}//2888962}/'36
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3b. Efeito no valor dez

O novo valor de z no tableau ser&: Z*=cgb*

3c. Quando a base atual ndo é mais 6tima

Neste caso, uma ou mais das variaveis basicas esta na base a um nivel
negativo.

Estas varidveis devem ser retiradas da base,
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Resolver o itens (c) e (d) do exercicio 1 da Lista de Exercicios
In Class.
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4. Mudanca na coluna de uma variavel
(a) ndo-basica

Suponha que troguemos a coluna a,, correspondente a x,, para:

630y &4
é6L] é5l]
é up é 1

e2u4 e82q

CEREY

* Ou sga, 0 lucro na producéo de 1 unidade de x, aumenta de
$30 para $43.

» Em contrapartida, experimentaremos modificagdes na
tecnologia de producéo de x,.

Atualmente néo produzimos x,. Apos as modificacoes, seria
interessante produzir este produto?
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EFEITO DE ALTERAGOES NUMA COLUNA DE UMA VARIAVEL NAO-BASICA
QUAIS ELEMENTOS SERIAM AFETADOS POR ESTA

ALTERACAQ?

* A base 6tima atual (B) néo se altera, ja que a, néo € uma de suas

colunas.
» O lado direito dotableau também ndo se altera, ja que b permanece o

mesmo.

Examinando o tableau 6timo, constatamos que somente o valor de
z,- ¢, éafetado pelaalteragdo na coluna a,,.

* Assim,sez,-C,= G5y, - C,> 0, abase atual permanece otima.

« Caso contrario, pivotearemos x, para dentro da base e
encontraremos uma nova solugdo Gtima para o problema.
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Resolver o item (€) do exercicio 1 da Listade Exercicios In Class.
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4. Mudanca na coluna de umavariavel
(b) basica

* Neste caso, a base 6tima B, o lado direito dotableau, bem como
todos os z-¢ de todas as variaveis sdo alterados.

» O tableau atual permanecera 6timo se:

1. Olado direito do tableau (o vetor B-b) permanecer positivo;
2. Todos os valores dez - ¢; permanecerem > 0.

* Se uma das duas condic¢des ndo se verificar, uma nova base 6timadeve ser
encontrada.
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5. Adicao de umanovavariavel ou
atividade

* Originalmente, consideravamos a producéo de trésitens: x,, X,

e X;.
* Suponha que desgjamos verificar o efeito de adicionar x, no

mix de producéo.

Note que:

* Osvaloresde z - ¢, permanecem inalterados, bem como os
valores do lado direito do tableau (o vetor B-1b).

Assim, tudo o que precisamos fazer &

* Verificar sez, - c,> 0. Seestefor o caso, a base 6tima permanece
amesma

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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Resolver o item (f) do exercicio 1 da Lista de ExerciciosIn Class
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RESUMO

umanovavar. X«

Prof. Fogliatto

Pesquisa Operacional

Alteracdo no Efeito no tableau Base atual
problema original 6timo permanece 6tima se
Alteracdo em coef. Muda o valor de z2-g>0
daf.o. de umavar. Z—Cj

nao-bésica X
Alteracdo em coef.  Todososvaloresde | Todososvaloresde
daf.o. de umavar. Z — ¢ podem sofrer Z-G>0

basica x» alteracdo
Alteracso no lado Lado direito do Bb®o0
direito de uma tableau (vetor Bb)
restricéo
Alterando acoluna Vaor dez - g muda Z-G6>0
deumavar. ndo-bés. etableau é acrescido
xjou adicionando  de uma nova coluna Z-x>0
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O PROBLEMA DUAL

» Todo o problema de programacao linear possui um problema
dual correspondente.

» Chamaremos o problema original de“ primal” e o problema

dual de “dual”.
Primal Dual
Max Min
Min Max

* Variaveisdo problemaprima ® z, X;, X,,...,X,.
» Vaiaveisdo problemadua ® w,Vy,,VY,,....Y,.

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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Escrevendo o dual de um problemadeprogr. linear

Maxz=cX+ CX, +... +CX
sa  agX t apX, +..+tax £Db

A% T A%,

+... ta,X £Db,

aX t A%t tagx £Db,

Minw=by, + by,
sa apyt any,
a‘12yl + a22)(2

alnyl w a2ny2

Prof. Fogliatto

+ Ay, ® G

+...+by,

oo FanYn G
+o Ay, * G

n
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EXEMPLO

Maxz=60x,+ 30x, + 20x,
sa 8x,+ 6x, + 1x; £ 48
4, + 2%, +1.5%; £ 20
2%, + 15x, +0.5%, £ 8
Xy, X5, X33 0

Minw=48y,+ 20y, + 8y,

s.a 8y, + 4y, + 2y, 360
6y, + 2y, +15y;2 30
ly, + 1.5y, + 0.5y, = 20

Yar Yar Y32 0

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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A ismarestricdo do dual corresponde a i®™ma variavel
doprimal

Usando atabela abaixo, pode-se achar o dual de qualquer primal:

Min Max
3 0 « £
Variaveis £0 « 3 Restricdes
Irrestr. « =
3 « 3 0
Restrices £ « £0 Variaveis
= « Irrestr.
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OUTRO EXEMPLO

Prof. Fogliatto

Maxz= 2x + X,

s.a

X+ X =2
2% - X,3 3
X - X £1
X; 3 0, X, irrestr.

Minw= 2y, + 3y, + 1y,

S.a

2yt Yy, + Y322
yl - yz - y3 =1
y,irrestr., y,£0, y; = 0

Pesquisa Operacional
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INTERPRETACAO ECONOMICA DO
PROBLEMA DUAL

O exemplo visto anteriormente:

Maxz=60x,+ 30x, + 20x,
sa 8x,+ 6x, + Ix;, £ 48
ax, + 2%, +1.5x; £ 20
2x, + 15x, +0.5%, £ 8
Xy X5, X320

Corresponde a modelagem matematica do seguinte problema:

Produto Qtidd de
Insumo Escrivaninha Mesa Cadeira Insumo
Tabua 8 6 1 48
Acabamto 4 2 15 20
Carpintaria 2 15 0.5 8
Lucro Venda $60 $30 $20
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O DUAL DESTE PROBLEMA E:

Minw =48y, + 20y, + 8y,

sa 8y, + 4y, + 2y, 3 60
6y, + 2y, +15y,2 30 — Mesa
ly, + 1.5y, +0.9y; ¢ 20 —
Yoo Yo ¥3° 0

___— Escrivaninha

Cadeira

« Restri¢des associadas com escrivaninhas, mesas e cadeiras, respectiv.
* y, associado com tabuas, y, com acabam'®, y, com carpintaria.

Suponha uma situag&o onde exista escassez de insumos. Um outro
fabricante de méveis desgja comprar os insumos disponiveis nafabrica de
escrivaninhas, mesas e cadeiras.

A pergunta-chave & qual 0 &gio méximo a ser cobrado pelos insumos?
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Definindo as variaveis do problema dual

* y, = &gio maximo cobrado por uma tabua de madeira;
* Yy, = &gio maximo cobrado por 1 hora de acabamento;
* y, = &gio maximo cobrado por 1 horade carpintaria

O agio total a ser cobrado por estes insumos correspondera a
funcdo objetivo:

Minw = 48y, + 20y, + 8y,

» Note que afuncao objetivo busca minimizar o custo de compra:
este é 0 ponto de vista do comprador.

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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O comprador desga 0o menor preco, mas o preco deve
ser atraente o suficiente parainduzir o fabricante de

escrivaninhas a vender seus insumos

Restricédo das
8y, + 4y, + 2y, 3 60 escrivaninhas

Ou sgja, se comprarmos todos 0s insumos nas quantidades necessarias
para produzir uma escrivaninha, 0 agio a ser pago deve ser, no
minimo, o que o fabricante lucraria com a venda daquele produto.

O mesmo ocorre com as outros produtos

Restr. das mesas

6y, + 2y, + 1.5y, = 30 _
1y1 o 1.5y2 +0.5y3 s 20 _— Restr. das cadeiras
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Para deter minar mos o0 menor agio de compra dos
Insumos que mantenha a venda desses insumaos
inter essantes para o fabricante, devemosresolver o
problema dual

» Asvariaveisy,, Y,, Y, S80 normalmente denominadas precos-
sombra dos insumos.

* Por definicéo, o preco-sombra da i¢marestricdo corresponde a
melhoria no valor z dafungdo objetivo ocasionada pelo
incremento de uma unidade no lado direito darestricdo [ou
sgja, de b, para (b, + 1)].
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Pratica 13

Exercicio 2 dalista.
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Como ler a solucéo 6tima do dual a partir dalinha 0
(ou linha z) do tableau 6timo do primal
Caso 1- Primal = Max

Para resolver o problema abaixo:

Maxz= 3x+ 2%, + 5X,

sa: Ix,+ 3x, + 2, £ 15 — Adicionar var. folgaf;
2%, - X; 3 5 —— Adicionar var. excessoe, e art. a,

2X,+ X, - 5% =10—— Adicionar var. artificia a,
Xy, X5, X320

* A baseinicia seraformadapor B ={ f;, a,, a;}.
» Usaremos o Método do M-Grande para solucionar este problema.
« O tableau 6timo vem dado a seguir...
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Tableau Otimo

X, X, X; f, e, a, a; | RHS
z|0 0 0 °Yyy 58,0 M-5¥,0 M+%,50 /g
Xs| 0 0 1 % %hy Uy Py | M
X 00 1 0 %y Py Yy My | %
;|1 0 0 % Y, Moo T, | @,
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Regras para identificacao da solucao étima dual na
linha O (ou z) do tableau 6timo doprimal (Max)

Vélor 6timo davar. dud y; ,  Coeficiente de f, nalinha
gdo restricdo i édo tipo £ 0 do tableau 6timo

Valor 6timo davar. dua y; -(Coeficientede e) na

qdo restricdoi édo tipo 3 linha 0 do tableau 6timo

Valor 6timo davar. dua y; (Coeficiente de a, nalinha

gdo restricdoi édo tipo = 0 do tableau 6timo) - M
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No tableau 6timo do exemplo anterior:

i %, Ys-M

/7y ;

zZ X X, X3 f e a, a;, RHS
z|1 0 O O 5Y,, %8, M-5¥,, M+9,, 5%/,
x| 0 0 0 1 4 My Uy Ay Mo
X0 0 1 0 2 Py Yy My P
x, |0 1 0 0 9%, Y, Y, o T, 12,

Ou sgja, 0 problema dual possui a seguinte solucdo 6tima:
R P e P
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Conferindo o resultado na funcao
objetivo do problema dual

Min w = 15y, + Sy, + 10y,

Prof. Fogliatto

\: Mgy Yo = ps Y3 =

w =565/,
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Regras para identificacao da solucao étima dual na
linha O (ou z) do tableau 6timo doprimal (Min)

Vélor 6timo davar. dud y; ,  Coeficiente de f, nalinha
gdo restricdo i édo tipo £ 0 do tableau 6timo

Valor 6timo davar. dua y; -(Coeficientede e) na

qdo restricdoi édo tipo 3 linha 0 do tableau 6timo

Valor 6timo davar. dua y; (Coeficiente de a, nalinha

gdo restricdoi édo tipo = 0 do tableau 6timo) + M
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Pratica 14

Exercicio 3 dalista.
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Descricéo Geral de um problema de transporte:

1. Um conjunto de m pontos de fornecimento a partir dos quais um
insumo € embarcado ou remetido.

O ponto de fornecimento i pode fornecer no maximo s unidades.

2. Um conjunto de n pontos de demanda para os quais 0 insumo &
remetido.

O ponto de demandaj deve receber pelo menos d; unidades do insumo.
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Descricéo Geral de um problema de

transporte

3. Cada unidade produzida no ponto de fornecimento i e remetida ao
ponto de demandaj incorre num custo de c;.

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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Seja x; = n de unidades despachadas do ponto de fornecimento i para
0 ponto de demanda j.

A formulacdo genérica do problema do transporte seré&:

. m n
Mind a cjx;
i=1j=1
n ) Restricdes de fornecimento
st. axeg (=1.m — &

=1

m e
8%°d; (j=L..n) — Restri¢ctes de demanda
i=1
%j 2 0
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Um problema de transporte é considerado balanceado se:

I
An
I
"'T_|\'QJ°3
o

Ou sgja, o fornecimento supre toda a demanda.

Num problema balanceado, as restri¢6es so todasigual dades.

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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Como balancear um problema de transporte
guando a capacidade de fornecimento excede
a demanda

Cria-se um ponto ficticio de demanda. A demanda nesse ponto seraigual
ao excedente da capacidade.

Como balancear o problema quando a demanda € maior que a capacidade
de fornecimento?

Neste caso, o problema ndo possui solugdes vidvels.

Como alternativa, pode-se adicionar um ponto ficticio de fornecimento.
O custo de fornecimento dagquele ponto seraigual a penalizagéo incorrida
pelo ndo fornecimento do insumo.
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Demanda

Prof. Fogliatto

Ci1 C12 Cin
Cxn Cx Con
Cm1 Crm2 Crn
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Fornecimento

s,
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Dois reservatérios de agua abastecem trés cidades. Cada reservatério pode

abastecer até 50 milhdes de litros de agua por dia. Cada cidade necessita
receber 40 milhdes de litros de &gua por dia.

Associado a cada milh&o de litros de agua ndo fornecido por dia existe

umamulta. A multanacidade 1 é de $20; nacidade 2 é de $18; na
cidade 3 é de $23.

Os custos do transporte entre Cid.l1 Cid.2 Cid.3
reservatorios e cidades vem Reserv. 1 | $7 48 48
dado ao lado...

Reserv. 2 | $9 $7 $8

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 194

194



Res. 1

Res. 2

Res. Artif.

Demanda

Prof. Fogliatto

Cd.1 Cid.2 Cid.3
HEBOEE
K E
| 20 | 18 | 23

40 40 40
Pesquisa Operacional

Capacidade

50

20
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Pratica 15

Exercicio 4 dalista.
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Método do Extremo Noroeste para
Determinacao da Solucdo Viavel Inicia deum
problema de Transporte

Inicie o método considerando a célula (1,1) do tableau. Fagca com que
X,; Sgja o maior valor possivel.

Obviamente, x;; = Min (d,, s)).

Se x;, =s,, desconsidere as demais células na primeira linha do tableau,
jaque nenhuma outra variavel basicaviradestalinha. Atualize o valor
ded, parad, - s,.

Se x;, = d,, desconsidere as demais células na primeira coluna do tableau,
jaque nenhuma outra variavel basicavira desta coluna. Atualize o valor
des paras, - d,.

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 197

197



Método do Extremo Noroeste para
Determinacao da Solucdo Viavel Inicia deum
problema de Transporte

Sex;, =s, = d,, desconsidere as demais células na primeiralinha ou
na primeira coluna do tableau (mas ndo ambas). Se vocé escolher descon-
siderar alinha 1, muded, para 0. Sevocé escolher desconsiderar a

coluna 1, mude s, paraO0.

Repita o procedimento, sempre escolhendo a célula posicionada no
extremo noroeste do tableau (desde que ela ndo esteja em umalinha
ou coluna eliminada anteriormente).

Ao cabo de (m +n - 1) iteragdes chega-se a uma base viédvel inicia
para o problema.
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O método do extremo noroeste nao utiliza os custos, omitidos nos tableaus
abaixo:

5 A& 0

10

15

X, = Min{12,5} =5
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A0 3

15

X, = Min{10,7} =7
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\ 0

15

X,, = Min{8,3} =3
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3 0
5 _15 10
hN
5 4 6
0

X, = Min{15,5} =5

Pesquisa Operacional
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0
4 AT 6
6
0
X5z = Min {10, 4} = 4
Pesquisa Operacional
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5 0
Base
Inicial 7 3 0
Viavel

5 4 6 &5 0
r
0 0 4 / e
0
X, = Min {6, 6} = 6
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Prof. Fogliatto

Pratica 16

Exercicio 5 dalista.
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O Método Smplex para problemas de
transporte

Decidindo qual variavel ndo-basica deve entrar na base

» Como calcular z; - ¢; para cada variavel nao-basica

A determinacdo de z; - ¢; envolve determinar um menor loop contendo
algumas varidveis basicas e a variavel ndo-bésica em questéo.

Existe um loop Unico possivel para cada variavel ndo-basica.
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Capacidd

ENEERE
10 10 20
| 14 | 12 | 5 | 1
0 20 10 30
| 12 | 15 | 9 | 3
40 40
Demanda 10 10 20 50

Base inicial determinada pelo método do extremo noroeste.

Prof. Fogliatto
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Calcule z; - ¢; paracada variavel ndo-basica

ENE G RE

10 10 ; T

14 12 5 1

0 «—20 10

| 12 | 15 | 9 | 3

40
(+1-12+3)=-8 (-8)-9=-17
Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional

Iniciando comx ,:

1. Determine um loop
de var. basicas que
contenha a var. ndo-
basica.

2. Alterne sinais pos.
eneg. nasvar. bas.
extremas.

3. Someosc; de
acordo comos sinais.

4. Subtraia o coef. de
custo davar. ndo-bas.
em questdo do resultado
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G E] ]

10 10 8 17
14 12 5 1
0 20 +lO

R R E P

Prof. Fogliatto

(+5-12+3) = -4 (-4)-4=-8
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Repetindo o calculo p/ as demaisvar.

nao-basicas
HINEBAE
10 10 5 kT
14 12 1
510 20 10
12 | 15 | 9 | 3
EERE

\

Num problema de minimizacao a varidvel mais positiva entra na base.

Prof. Fogliatto
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Para verificar qual variavel deve sair da base,

determine um loop contendo avar. entrante e

algumas variaveis basicas

Prof. Fogliatto

L2, L] [ [
10 10 E T
I% 0 Ii 20 | > 10 | i
12 15 9 3
@ 1 2| 40
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A primeira célula basica do loop recebe um
sinal positivo, a segunda um sinal negativo, e

Dentre ascélulas
positivas, selecione
aquela de menor
valor: estaéavar.
que sairada base.

A variavel entrante
assumira o valor
davariavel que sai
dabase.

Prof. Fogliatto

assim por diante...

+ | 2| - | 3 |4 | 9
0 10 8 17
T ] ] 12 5 1
=10 20 10 —
i» | 15 | 9 | 3
-1 -2 40 +
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Atualize o valor das demais células do loop: células
com sinal + tém seu valor decrescido em q; células
com sina -, tém seu valor acrescido deq. A variavel
entrante entra na base com valor q.

2 -
NI R El RO B
14 12 5 1
| " | 20 I— 10 I—
12 15 9 3
0 40 N
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Nenhuma var. ndo-bas comz; - ¢; >0 p  tableau 6timo!

2 3 4 9
10 | 10 | \7— \T6
B 2, B LY
12 15 9 3
0 > > 40
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Pratica 17

Resolva o problema
proposto no Slide 164.

Pesquisa Operacional

215

215



O Problema da Alocacao

Séo problemas balanceados de transporte nos quais todas as demandas
e todas as capacidades sdo iguaisa 1.

Asvariaveis do problema saobooleanas

X; = 1; seo ponto de abastecimentoi for utilizado para suprir a demanda
no ponto de demanda j.

X = 0; caso contrério.
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Exemplo: Aloque trabalhos nas maquinastal
gue tempo de setup sgja minimo

Tempo (min)
Trl Tr.2 Tr.3 Trd4
Méa.l 14 5 8 7
Maa.2 2 12 6 5
Maa.3 7 8 3 9
Mag.4 2 4 6 10
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Variveis de decisfo:
X; = maguina i executando trabalhoj; i=1,....4 e j=1,..4.

Funcdo objetivo:

Maxz= 14X, + 55X, +8X 3 + 7X, +2X,, +12X,, + 6 X3 +5X,, +
TXg +8Xgp+ 3 X5 +9Xgy +2Xyy + 4Xy, + 6 X5 + 10X,

Restricdes de maguina: Restricdes de trabal ho:
Xy XX a X, = 1 Xy X+, = 1
X1 HXp X3+, = 1 XipHXoptXgp 1%y, = 1 x;=1ou0
X HXp X tXy, = 1 X3 XX tX,3 =1
Xy HXpp Xy atX,, = 1 Xpg Xy X Xy, = 1
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Para resolver problemas de al ocacéo,
usaremos o Algoritmo Hangaro

Passo 1 - determine o elemento de custo minimo em cada linha do tableau
dos transportes. Construa um novo tableau subtraindo de cada custo o
custo minimo da linha correspondente. Determine entdo o custo minimo
em cada coluna. Construa um novo tableau subtraindo de cada custo o
custo minimo da coluna correspondente.

Passo 2 - determine o n° minimo de linhas (horizontais e/ou verticais)
necessarias para cobrir todos os zeros no tableau de custos reduzidos. Se
forem necessarias mlinhas, aresposta 6tima é dada pel os zeros cobertos
por linhas no tableau. Se menos de mlinhas forem necessérias, siga para
0 passo 3.
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Algoritmo Hungaro

Passo 3 - determine o menor elemento : 0 dentre os elementos ndo
cobertos por linhas notableau; sgjak o valor deste elemento. Subtraia k
de cada elemento ndo-coberto do tableau e adicione k a cada el emento
coberto por duas linhas no tableau. Volte ao passo 2.

Nota - somente problemas bal anceados podem ser resolvidos pelo
algoritmo hungaro. Se um problemafor ndo balanceado, adicione pontos
artificiais de demanda ou capacidade.

Exemplo...
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Minimo da linha

14 @ 8 7 5

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 221

221



Min. da coluna

Prof. Fogliatto

(o) | =
10 4
s | ©
2 4
0 0
Pesquisa Operacional
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U 3
10 4
5 0
2 4
Pesquisa Operacional

3 linhas.
m= 4, logo proce-
demos ¢/ passo 3.

(D
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1U S )
D 3 D
5 o 4
) 3 5
Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional

Note que 0 minimo
daslinhas e colunas é 0!

4 linhas. Comom =4,
temos uma solucao 6tima.
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JU S )
0 3 D
5 O !
0 3 b
Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional

O Unico zero coberto nacol. 3
€Xye L0go, %3, =1, eacol. 3
e linha 3 ndo podem mais ser
usadas.

O Unico zero coberto nacoal. 2
€ X, Log(3, X, =1, eapol. 2
e linha 1 ndo podem mais ser
usadas.

Sendo assim, x,, =1, ea
linha 2 ndo pode mais ser
usada. Logo, x,, = 1.

225

225



Justificativa

» Se uma constante k for adicionada (ou subtraida) de uma linha (ou coluna)
de um problema balanceado, a solugéo étima do problema permanece a
mesma.

* Por exemplo:

K(CyXyy +C X+ +C X ) ©® linhal

* Qualquer solugdo Gtima viavel tera x;; + X, +... + X,,,= 1 e 0 ponto 6timo
permanecera o mesmo antes ou depois da adi¢do de k aos coeficientes de
custo.

* O mesmo vale para coluna.
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Os passos do algoritmo hungaro criam uma
sequéncia de problemas de al ocagao, todos com a
mesma solucdo otima

* Qualquer solucéo tal quetodos x; = 1 tenham custo zero deve ser
Gtima.

» Quando conseguirmos custos zero em quantidade suficiente tal
gue mlinhas sgjam necessérias para cobri-los, teremos a base
6tima (com m elementos) que procuramos.
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Pratica 18

Um treinador necessita formar um time de nadadoras para competir em
uma prova olimpica de 400 metros medley. As nadadoras apresentam
as seguintes médias de tempo em cada estil o:

Tempo (s) /100 m

Nadadora  Livre Peito Golfinho  Costas
1 54 54 51 53
2 51 57 52 52
3 50 53 54 56
4 56 54 55 53

Qual nadadora deve nadar qual estilo?
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« Pontodefornecimento - pode remeter insumos para outros pontos
mas ndo pode receber.

« Ponto dedemanda - pode receber insumos de outros pontos
mas nao pode remeter.

» Ponto detransbordo - remete e recebe insumos de outros pontos.
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A BITCO monta PCsem Manaus (150 PCddia) e Assuncion do Paraguai
(200 PCddia) e remete para suas |ojas em Sdo Paulo e Recife,
totalizando 130 PCspor loja.

Os PCssdo remetidos viaaérea. A BITCO suspeita que devido a
promocdes e uso de outras empresas aéreas, Seja mais econdmico usar
Brasilia e Curitiba como pontos de transbordo.

Os custos de transporte por PC vém dados a seguir.
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De/Para | Man Ass  Bra  Cur SP Rec

Manaus | $0 - $8 $13 $25 $28
Assuncion| - $0 $15 $12 $26 $25

Brasilia - - $0 $6 $16  $17

Curitiba - - $6 $0 $14 $16

SPaulo - - - - $0 -

Recife - - - - - $0
Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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Desgja-se minimizar o custo do frete:

4
i

Brasilia vA

Assuncion

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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O problema do transbordo é resolvido como
um problema balanceado de transportes

PASSO 1 - Balanceie o problema, se necessério.

Por exemplo:

Capacidade > Demanda

v Capacidade=0
Acrescente pto de demanda artificial
J Demanda = excedente capacidd.

Cargas sdo remetidas p/ ponto artificial a custo zero.
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« Umalinhap/ cada ponto de fornecimento e transbordo.

* Umacoluna p/ cada ponto de demanda e transbordo.

 Cada ponto de fornecimento tera capacidade de fornecimento igual a
sua capacidade original de fornecimento.

» Cada ponto de demanda terd demandaigual a sua demanda original.

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 234

234



» Sejas = capacidade total de fornecimento.

 Cada ponto de transbordo tera

M capacidade = (capacidade do ponto original) + s

M demanda= (demanda do ponto original) +s
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Passo 3 - Resolva o problema resultante como
um problema de transporte

Ao interpretar a solucéo 6tima:

M ignore remessas aos pontos artificias,

M ignore remessas de um ponto para ele mesmo.
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Brasilia  Curitiba  SPaulo Recife Artificid  Capacidade

] =] =] B [
Manaus 150
Assuncion |£ |£ Iﬁ Iﬁ IO— 200
Lol Lef o] [z [o]
Brasilia 350
6 0 14 16 0
Curitiba I_ I_ I_ I_ I_ 350
Demanda 350 350 130 130 90
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130 a
@ Brasilia

Assuncion

Prof. Fogliatto

130

Pesquisa Operacional

130
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A GM produz carros em SP e POA e tem um deposito (transbordo) em
Foz do Iguagu; acompanhiafornece carros para Assuncion e Buenos
Aires. O custo do frete de um carro entre os pontos de fabricacéo e
venda vem dado abaixo:

De/lPara | SP POA Foz Ass Bue
Spaulo $0 $140 $100 $90 $225
POA $145 $0 $111 $110 $119
Foz $105 $115 $0 $113 $78
Assuncion| $89 $109 $121 %0 - Demanda
Buenos | $210 $117 $82 - $0

1100 2900 2400 1500
—v

Minimize os custos de transporte.

Capacidade

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 239

239



Defini¢des bésicas:
Defnido por NOs (ou vértices)

GrafosouRedes ———»
Arcos

Arco - par ordenado de vértices; representauma possivel direcéo
de movimento entre vértices

(j, k) = arco representando 0 movimento do ndj (nd inicial) parao nd
k (n6 final).

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 240

240



Prof. Fogliatto

No6s = {1, 2, 3, 4}

Arcos = {(1,2), (2,3), (3,4)
(4.3), (4,1}

Pesquisa Operacional
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Correntes, Trilhas e Circuitos

CORRENTE = sequénciade arcos tal que cada arco apresenta

exatamente um vértice em comum com O arco anterior.

TRILHA = sequéncia de arcos tal que o né terminal de cada arco é
idéntico ao nd inicial do arco seguinte.

CIRCUITO = trilhafinitaem que o né terminal coincide com o n
inicial.
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Prof. Fogliatto

Ex. decorrente = (1,2) - (2,3) - (4,3)

Ex. detrilha = (1,2) - (2,3) - (3,4)

Ex. decircuito = (1,2) - (2,3) - (3,4) - (4,1)
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Problemas de determinacao datrilhamais
curta entre dois nés
Exemplo 1

» Desgjamos remeter energia elétrica da planta 1 a cidade 1.

« A rede abaixo apresenta as distancias entre pares de pontos
conectados (incluindo subestactes).

» Desgjamos determinar atrilha mais curta entre a planta e a cidade.

Cidade 1

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional
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Exemplo 2

Eu comprei um carro novo por $12000. Os custos de manutencdo e o
valor natroca do carro em um determinado ano dependem daidade do
carro no comego daquele ano.

Idadedo Carro  Custo anual de Idadedo Carro | Valor natroca
(anos) manutencao (anos)
0 2000 1 7000
1 4000 2 6000
2 5000 3 2000
3 9000 4 1000
4 12000 5 0
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Exemplo 2

» O prego do carro novo em qualquer instante no tempo sera $12000.

» Meu objetivo € minimizar o custo liquido:
(custo de compra) + (custos manutencgéo) - (valor recebido natroca)

durante os préximaos cinco anos.

 Formule este problema como um problema de determinacéo datrilha
mais curta.
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» Oproblematera6nés (i=1,2, ..., 6).

* Arco (i, j) = comprar o carro hovo no inicio do ano i e manté-lo até o
iniciodo anoj.

* Custo ¢; = (custo de manutencdo incorrido durante osanos i, i+1,...j-1)
+

(custo de compra do carro no inicio do ano i)

(valor do carro natrocano inicio do ano j)
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C, =2+12-7=7
Co = 2+4+12-6=12
C,=2+4+5+12-2=21

Ce = 2+4+5+9+12-1=31

Ce = 2+4+5+9+12+12-0=44

e assim por diante...

Pesquisa Operacional
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» Todas as distancias diretas entre dois nés da rede sdo conhecidas e
nao-negativas.

 Todos os nés da rede recebem um rétul o permanente ou
temporario.

« Um rétulo temporario representa o limite superior da menor
distanciaentre o nd 1 e aquele no.

» Um rétul o permanente corresponde a menor distancia entre o n6 1
e aquele né.
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Passo Inicial:
» O ndinicial recebe um rétulo permanente com valor zero.

» Todos os demais nds tém rétulos temporarios com valor igual a
disténcia direta entre o nd inicial e 0 ndé em questéo.

» N6s com rétulos temporérios e ndo conectados diretamente com
ondinicial recebem valor p .

* Selecione, dentre os nos ¢/ rétulo temporario, aquele que
apresentar o menor valor; esse n6 passaraater rétulo permanente.

» Em caso de empate, escolha aleatoriamente um dos nds de menor
valor.

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 251

251



* Sgja ko n6 mais recente cujo rétulo foi transformado em
permanente. Considere os demais nés (com rétul os temporarios).

» Compare o valor de cada né temporario com a soma (valor do né
+ distancia direta entre o n6 k e 0 né em questao). O minimo entre
esses valores sera 0 hovo valor do né em questdo.
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*Selecione 0 né com menor vaor dentre aqueles com rétulo temporério;
transforme seu rétulo em permanente.

* Se 0 n6 escolhido acimafor o n6 final, pare. Caso contrario, retorne
ao passo 1.
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e TodoS0S arcos sdo «+—»

* Desgja-se encontrar atrilha

Pesquisa Operacional

mais curtaentreosnés 1 e 6.
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Comece fazendo comqueono 1
tenha um rétulo permanente = 0

Todos os demais nés recebem rétulos provisorios iguais adistancia
direta entre o né em questdo eo no 1.

Assim:
* indica rétulo permanente.

L(0)=[0%, 3, 7, 4, u, ul

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional

255

255



O menor dos réotul os temporarios
vira permanente (no 2).

* A menor distdnciaentrendésle2é =3.

* Os novos rétul os sdo:

L(0)=[0%, 3%, 7, 4 u, u]
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Paratodos os demais nos (j = 3,4,5,6), calcule o
numero dado pelasomado valor nono 2 (=3) ea
distancia diretaentre o n0 2 e 0 N0 j em questéo

» Compare 0 numero obtido com o rétulo temporério do néj; o menor
dentre esses valores passa a ser 0 novo rétulo temporério dej.

Paraj=3 ® min (3+2,7)=5 « Os novos rétul os s3o:
e Paraj=4 ® mn 3+u,4) =4

. . L (2 =[0*, 3*, 5, 4, u,12]
e Paraj=5® mn (3+u,p)=u

e Paraj=6 ® min (3+9,u) =12
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O menor dos rotul os temporarios
vira permanente (no 4).

* A menor distdnciaentrendésle4 é =4.

* Os novos rétul os sdo:

L (2) =[0%, 3%, 5, 4*, u,12]
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Para todos os demaisnés (] = 3,5,6), calcule o
numero dado pelasomado valor non6 4 (=4) ea
distancia diretaentre o n0 4 e 0 N0 j em questao

» Compare 0 numero obtido com o rétulo temporério do néj; o menor
dentre esses valores passa a ser 0 novo rétulo temporério dej.

Paraj=3 ® min (4+1,5) =5 » Os novos rotul os sao:
e Paraj=5® mn (4+3,u)=7

_ _ L (3) =[0*, 3*, 5, 4%, 7,12]
e Paraj=6 ® min (4+u,12)=12
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O menor dos rotulos temporarios
vira permanente (no 3).

* A menor distdnciaentrenésl1e3é =5.

* Os novos rétul os sdo:

L (3 =[0*, 3*, 5%, 4%, 7,12]

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 260

260



Para todos os demais nés (] = 5,6), calcule o nimero
dado pela somado valor no n6 3 (=5) e adistancia
diretaentreond 3eondj em questéo

» Compare 0 numero obtido com o rétulo temporério do néj; o menor
dentre esses valores passa a ser 0 novo rétulo temporério dej.

. ) * Os novos rétul os sdo:
e Paraj=5® mn (5+3,7)=7

« Paraj=6® min (5+6,12)=11 L (4 =[0%, 3%, 5, 4, 7,1]]
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O menor dos rétulos temporarios
vira permanente (no 5).

* A menor distdnciaentrenésle5é =7.

* Os novos rétul os sdo:

L (4)=[0*, 3*, 5%, 4%, 7%, 1]]
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Para todos os demais nos (j =6), calcule o nUmero
dado pelasomado valor no n0 5 (=7) e adistancia
diretaentreond 5eondj em questéo

» Compare 0 numero obtido com o rétulo temporério do néj; o menor
dentre esses valores passa a ser 0 novo rétulo temporério dej.

* Os novos rétul os sdo:

s Paaj=6 ® min (7+3,11) =10
L (4) =[0*, 3%, 5%, 4%, 7%, 1Q]
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O menor dos rotul os temporarios
vira permanente (no 6).

* A menor distanciaentrenés 1 e6 é = 10.

* Os novos rétul os sdo:

L (5) =[0*, 3*, 5, 4*, 7*,10*]

» O agoritmo termina e a menor trilhaentre 1 e 6 pode ser determinada.
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Determinando atrilha mais curta

« Comece do n6 de destino (6). Calcule adiferenca entre o rétulo
permanente do no6 6 e os demais nos diretamente ligados a ele.

L (5) =[0*, 3*, 5%, 4*, 7*, 10%]

Nés 2,3 e 5 estdo diretamente ligados a 6.

Assim:

«(6® 5):10-7=3
«6@ 3):10-5=4
«(6® 2):10-3=7
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Seadiferenca (6® |) for igual ab comprimento
real do arco (], 6), escolhaj como ponto
intermediario

Diferencas/ Arcos:

«60 5 =3/ (56)=3
«603)=4/ (36)=6
c602)=7/(26)=9

Assim, o primeiro n6 intermediério
no caminho entre6el1éond>5.
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Repita o procedimento parao nd 5

No6s 3 e 4 estéo diretamente ligados a 5.

L (5) =[0*, 3*, 5%, 4%, 7*, 10*]

Diferencas:
*5® 4):7-4=3
*(5® 3):7-5=3

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 267

267



Seadiferenca (5® |) for igual ao comprimento
real do arco (], 5), escolhaj como ponto
Intermediario

Diferencas/ Arcos:
*b®4)=3/(45=3
*b®3)=21/(35=3

Assim, o segundo né intermediario
no caminho entre6 e 1 éo no 4.

Caminho parcial: 6® 5® 4
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Repita o procedimento parao nd 4

No6s 3 e 1 estéo diretamente ligados a 4.

L (5) =[0*, 3*, 5%, 4%, 7*, 10*]

Diferencas:
*(4® 3):4-5=-1
*(4® 1):4-0=14

Prof. Fogliatto Pesquisa Operacional 269

269



Seadiferenca(4® j) for igual ao
comprimento real do arco (j, 4), escolhaj
como ponto intermediario

Diferencas/ Arcos:
*(4@3)=-1/B34=1
cleo =4/ (14H=4

Como o nd 1 é o nd de destino,
determinamos atrilhamais curta
entreosnés 1 e6.

Trilha MaisCurta; 6® 5@ 4@ 1
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Use o0 algoritmo de Dijkstra pararesolver o problemano
slide 214.
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