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O Problema do Transporte

Descricéo Geral de um problema de transporte:

1. Um conjunto de m pontos de fornecimento a partir dos quais um
insumo é embarcado ou remetido.

O ponto de fornecimento i pode fornecer no méximo s unidades.

2. Um conjunto de n pontos de demanda para 0s quais 0 insumo é
remetido.

O ponto de demanda j deve receber pelo menosd; unidades do insumo.
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Descricao Geral de um problemade
transporte

3. Cada unidade produzida no ponto de fornecimentoi e remetida ao
ponto de demanda j incorre num custo de c;.
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Formulacéo do Problema

Sejax;; = n° de unidades despachadas do ponto de fornecimento i para
0 ponto de demandaj.

A formulagdo genérica do problema do transporte seré:

m n
Min g 2 CijXij
S - _
. ___.  RestrigBes de fornecimento
st. éﬂ)ﬁj £s (i=1...m

m _, Restrices de demanda
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Problema Balanceado

Um problema de transporte é considerado balanceado se:

& g
as=ad
=1 =1

Ou sgja, o fornecimento supre toda a demanda.

Num problema balanceado, as restri¢des sdo todas igual dades.
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Como balancear um problema de transporte
guando a capacidade de fornecimento excede
ademanda

Cria-se um ponto ficticio de demanda. A demanda nesse ponto seraigual
a0 excedente da capacidade.

Como balancear o problema quando a demanda é maior que a capacidade
de fornecimento?

Neste caso, 0 problema ndo possui solugdes viaveis.

Como alternativa, pode-se adicionar um ponto ficticio de fornecimento.
O custo de fornecimento daquele ponto seraigual apenalizagdo incorrida
pelo ndo fornecimento do insumo.
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Fornecimento

o] Lo 2
S
| Cx | C» Cn
S
| le | sz Crm sm
m n
Demanda d; d, d, é_ 5 = é dJ
i=1 j=1
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Dois reservatorios de &gua abastecem trés cidades. Cada reservatério pode

abastecer até 50 milhdes de litros de &gua por dia. Cada cidade necessita
receber 40 milhdes de litros de agua por dia.

Associado a cada milh&o de litros de dgua ndo fornecido por dia existe

umamulta. A multanacidade 1 é de $20; nacidade 2 é de $18; na
cidade 3 éde $23.

Os custos do transporte entre Cid.1 Cid.2 Cid.3
reservatorios e cidades vem Reserv. 1| $7 8 48
dado ao lado...

Reserv. 2 | $9 $7 $8
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Cid1 Cid2 Cid3 Capacidade
Res. 1 | ! | 8 | 8 50
Res. 2 | ° | ! | 8 50
Res. Artif. | 2 | 18 | 3 .
Demanda 40 40 40
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Pratica:

A Acosul produz trés tipos de ago em suas trés plantas. O tempo necessario parafabricar 1
tonelada de ago (independente do tipo) e os custos de fabricacio em cada planta vem dado
abaixo. Semanalmente, 100 toneladas de cada tipo de ago devem ser produzidas. Cada planta
opera40 horas por semana Escreva o} probl ema (o objet|vo éminimizar o custo de fabricacdo

Acol Aco 2 Aco 3 Tempo (min)
Plantal $60 $40 $28 20
Planta2 $50 $30 $30 16
Planta3 $43 $20 $20 15
Prof. Fogliatto PO - Graduagéo
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Método do Extremo Noroeste para
Determinacao da Solucdo Viavel Inicial de um
problema de Transporte

Inicie o método considerando a célula (1,1) do tableau. Fagacom que
Xy, Sejao maior valor possivel.

Obviamente, x;; = Min (dy, sy).

Se Xy1 = S;, desconsidere as demais células na primeiralinha do tableau,
jaque nenhuma outra variavel bésicaviradestalinha. Atualize o valor
ded, parad, - s;.

Se x4, = dy, desconsidere as demais células na primeira coluna do tableau,
j& que nenhuma outra variavel bésica vira desta coluna. Atualize o valor
des, paras; - d;.
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Método do Extremo Noroeste para
Determinag&o da Solug&o Viavel Inicial de um
problema de Transporte

Se X;; =S, = d;, desconsidere as demais células na primeiralinha ou

na primeira coluna do tableau (mas ndo ambas). Se vocé escolher descon-
siderar alinha 1, mude d; para0. Se vocé escolher desconsiderar a
colunal, mudes, paraO.

Repita o procedimento, sempre escolhendo a célula posicionada no
extremo noroeste do tableau (desde que ela ndo estejaem umalinha
ou coluna eliminada anteriormente).

Ao cabo de (m+ n - 1) iteracOes chega-se a uma base viével inicial
parao problema.
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O método do extremo noroeste ndo utiliza os custos, omitidos nostableaus
abaixo:

5 A0

10

15

7
Xy = Min{12,5} =5
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5 0
7 3
N A7
15

Xy = Min{10,7} =7
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3 \ 30
15
P 6
5
X0 = Min{8,3} =3
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0
3 0
5 A5 10
N
- 4 6
0
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Xp = Min{15,5} =5
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7 3 0
5 4 0 6
L1
0 0 6
0

Xg3 = Min {10, 4} = 4
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5 0
Base
Inicial 7 3 0
Viavel
5 4 6 & 0
r
0 0 4 / &
0

Xg, = Min{6, 6} =6
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Pratica:
Determine umabase inicial
para o problema anterior.
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Decidindo qual variavel ndo-basica deve entrar na base

» Como calcular z;- ¢; paracadavariavel ndo-basica

A determinagdo de z; - ¢; envolve determinar um menor loop contendo
algumas variaveis basicas e a variavel ndo-basica em questéo.

Existe um loop Unico possivel para cada variavel ndo-basica.
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Capacidd

CILE] B ©
10 10 20
| 14 | 12 | 5 | 1
0 20 10 30
| 12 | 15 | 9 | 3
40 40
Demanda 10 10 20 50

Baseinicial determinada pelo método do extremo noroeste.

Prof. Fogliatto
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Calcule z; - ¢ para cada variavel ndo-basica:

| 2

| 4

| 9

10

-17

|14

| 5

| 1

0 20

[V

10

+

| 12

| 9

| 3

40

Prof. Fogliatto

(+1-12+3) =-8

(-8)-9=-17
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Iniciando com Xy,

1. Determine umloop
devar. basicas que
contenha a var. ndo-
basica.

2. Alterne sinaispos.
eneg. nasvar. bas.
extremas.

3. Some os ¢; de
acordo com os sinais.

4. Qubtraia o coef. de
custo da var. nao-bas.

em questdo do resultado
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2
W W] BT D
ElINEES K
0-«—20 10
EE R NE
40

(+5-12+3)=-4  (-4)-4=-8
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EHINEGEE
10 10 - =
EINE N I
=10 20 10
12 | 15 | 9 | 3
1 5 40

Num problema de minimizacado avariavel mais positiva entra na base.
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Paraverificar qual variavel deve sair da base,
determine um loop contendo a var. entrante e

algumas variaveis basicas

ENE N EE
= 10 -8 -17

| 14 | 12 | 5 | 1

510 20 10

12 |15 |9 |3
=) - 40
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A primeira célula basica do loop recebe um
sinal positivo, a segunda um sinal negativo, e

Dentre as células
positivas, selecione
aquela de menor
valor: estaéavar.
que saira da base.

A variavel entrante
assumira o valor
davariavel que sai
da base.

Prof. Fogliatto

assim por diante...

+ | 2| - |3 |4 |9
Y 10 8| 17
K CRIE] P
12 | 15 | 9 | 3
-1 -2 40 +
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+ | 2| - | 3 |4 | 9
10 10
| 1|+ | i) | 5 | 1
20 10 -
| 12 | 15 | 9 | 3
0 40 N
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Nenhumavar. ndo-bas. comz; -¢;>0 b tableau dtimo!

EREAEE
10 10 -7 -16
|14 |12 |5 | 1
-4 1|20 10
. |12 |15 |9 40| 3
-2 2
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28




Prética:

» Resolva o problema
proposto no Slide 9.

» Resolva o problema
do aco.
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» Ponto de fornecimento - pode remeter insumos para outros pontos
mas ndo pode receber.

» Ponto de demanda - pode receber insumos de outros pontos
mas ndo pode remeter.

» Ponto de transbordo - remete e recebe insumos de outros pontos.

Prof. Fogliatto PO - Graduag&o 30




A BITCO monta PCs em Manaus (150 PCs/dia) e Assuncién do Paraguai
(200 PCd/dia) e remete para suas |ojas em Sao Paulo e Recife,
totalizando 130 PCs por loja.

OsPCs séo remetidos via aérea. A BITCO suspeita que devido a
promogdes e uso de outras empresas aéreas, seja mais econdmico usar
Brasilia e Curitiba como pontos de transbordo.

Os custos de transporte por PC vém dados a seguir.
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De/Para __Man __Ass Bra Cur SP Rec
M anaus $0 - $8 $13 $25 $28
Assuncion - $0 $15 $12 $26 $25
Brasilia - - $0 $6 $16  $17
Curitiba - - $6 $0 $14 %16
SPaulo - - - - $0 -
Recife - - - - - $0
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Desgja-se minimizar o custo do frete:
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PASSO 1 - Balanceie o problema, se necessario.

Por exemplo:

Capacidade > Demanda

3 Capacidade=0
Acrescente pto de demanda artificial
l Demanda = excedente capacidd.

Cargas sdo remetidas p/ ponto artificial acusto zero.
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« Umalinha p/ cada ponto de fornecimento e transbordo.
» Uma coluna p/ cada ponto de demanda e transbordo.

« Cada ponto de fornecimento tera capacidade de fornecimento igual a
sua capacidade original de fornecimento.

 Cada ponto de demanda tera demandaigual a sua demanda original.
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» Sejas = capacidade total de fornecimento.

» Cada ponto de transbordo tera:
M capacidade = (capacidade do ponto original) +s
M demanda = (demanda do ponto original) +s
36
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Ao interpretar a solucdo 6tima:

M ignore remessas aos pontos artificiais;

M ignore remessas de um ponto para ele mesmo.
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Brasilia  Curitiba  SPaulo Recife  Artificial Capacidade

8 13 25 28 0
Manaus I_ I_ I_ I_ I_ 150
Assuncion IE |12_ Iﬁ Ié IO_ 200
lof L[ef [w] [w] [o
Brasilia 350
e[ [of [] [w6] [o
Curitiba 350
Demanda 350 350 130 130 90
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130
Manaus > Brasilia 130

130

Recife

(s
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A GM produz carros em SP e POA e tem um depdsito (transbordo) em
Foz do Iguagu; a companhia fornece carros para Assuncion e Buenos
Aires. O custo do frete de um carro entre os pontos de fabricacéo e
venda vem dado abaixo:

De/Para SP  POA Foz Ass Bue
Spaulo $0 $140 $100 $90 $225
POA $145 $0 $111 $110 $119
Foz $105 $115 $0 $113 $78
Assuncion $89 $109 $121 $0 - Demanda
Buenos $210 $117 $82 - $0

1100 2900 2400 1500
i

Minimize os custos de transporte.

Capacidade
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O Problema da Alocacéo

Sao problemas bal anceados de transporte nos quais todas as demandas
etodas as capacidades sdo iguaisa 1.

As variaveis do problema sdo booleanas:

Xj = 1, se o ponto de abastecimentoi for utilizado para suprir a demanda
no ponto de demandaj.

X; = 0; caso contrario.
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Exemplo: Aloque trabalhos nas méaguinas tal
gue tempo de setup sgja minimo

Tempo (min)
Trl  Tr.2 Tr.3 Tr4
Maa.l 14 5 8 7
M&g.2 2 12 6 5
M&.3 7 8 3 9
Mé&a.4 2 4 6 10
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Varidveis de decisfo:
X;j = maquinai executando trabalhoj; i = 1,...4 e j=1,..,4.
Funcdo objetivo:

Maxz= 14 X1+ 5Xpp+ 8Xq3+ 7T Xy + 2Xp1 + 12 Xopp + 6Xgg + 5Xpy +
TX3 +8Xp +3 X3+ IXgy +2Xg0 + 4Xgp+ 6Xg3 + 10Xy,

Restri¢des de méquina: Restricdes de trabalho:
XXX gtXs =1 XX HXg X = 1
X1 FXgoHXogtXos = 1 X1pHXooHXgpHXgp = 1 -
21T X TR R4 127X TXPTXg2 Xj=1ou0
Xz XXz tXgs =1 Xi3HXg XXy =1
XgrPXgptXgetXgq = 1 X1 HXogtXgstXge = 1
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Algoritmo Hungaro

Passo 1 - determine o elemento de custo minimo em cada linha do tableau
dos transportes. Construa um novo tableau subtraindo de cada custo o
custo minimo dalinha correspondente. Determine entéo o custo minimo
em cada coluna. Construa um novo tableau subtraindo de cada custo o
custo minimo da coluna correspondente.

Passo 2 - determine o0 n° minimo de linhas (horizontais e/ou verticais)
necessarias para cobrir todos os zeros no tableau de custos reduzidos. Se
forem necessarias m linhas, a resposta 6tima é dada pel os zeros cobertos
por linhas no tableau. Se menos de m linhas forem necessérias, siga para
0 passo 3.
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Algoritmo Hungaro

Passo 3 - determine o menor elemento? 0 dentre os elementos ndo
cobertos por linhas no tableau; segjak o valor deste elemento. Subtraiak
de cada elemento ndo-coberto do tableau e adicione k a cada elemento
coberto por duas linhas no tableau. Volte ao passo 2.

Nota - somente problemas bal anceados podem ser resolvidos pelo
algoritmo hungaro. Se um problema for ndo balanceado, adicione pontos
artificiais de demanda ou capacidade.

Exemplo...
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Minimo da linha

14 @ 8 7 5
@
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© |3
10 4
s | ©
2 4
Min. da coluna 0 0
Prof. Fogliatto PO - Graduagéo 47
U S
3linhas.
10 4 m = 4, logo proce-
demos ¢/ passo 3.
5 0
. |- D

Prof. Fogliatto

PO - Graduag&o
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D

ot

an

=Y
A2

Note que 0 minimo
das linhas e colunas é 0!

4 linhas. Como m=4,
temos uma solugéo 6tima.

49

(@)
w

O Unico zero coberto nacol. 3
€X33. L0ogo, x5z =1, eacol.3
e linha 3 ndo podem mais ser
usadas.

O Unico zero coberto nacol. 2
€X,,. Logo, x;,=1, eacol.2
elinha 1 ndo podem mais ser
usadas.

Sendo assim, X,y =1, ea
linha 2 ndo pode mais ser
usada. Logo, X4 = 1.
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Prética 18

Um treinador necessita formar um time de nadadoras para competir em
uma prova olimpica de 400 metros medley. As nadadoras apresentam
as seguintes médias de tempo em cada estilo:

Tempo (s) /100m

Nadadora Livre Peito Golfinho Costas
1 54 54 51 53
2 51 57 52 52
3 50 53 54 56
4 56 54 55 53

Qual nadadora deve nadar qual estilo?

Prof. Fogliatto PO - Graduagéo
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Definicdes bésicas:

Defnido por Nés (ou vértices)
GrafosouRedes ——

Arcos

Arco - par ordenado de vértices; representa uma possivel direcdo
de movimento entre vértices

(, k) = arco representando 0 movimento do néj (né inicial) parao né
k (né final).

Prof. Fogliatto PO - Graduag&o
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e e Nés = {1, 2,3, 4}

e e Arcos = {(1,2), (2,3), (3,4)
(43), (4.1)}
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CORRENTE = sequéncia de arcostal que cada arco apresenta
exatamente um vértice em comum com o arco anterior.

TRILHA = sequéncia de arcostal que o né terminal de cadaarco é
idéntico ao nd inicial do arco seguinte.

CIRCUITO = trilhafinitaem que o n6 terminal coincide com o né
inicial.
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No exemplo...

e e Ex. de corrente = (1,2) - (2,3) - (4,3)

a e Ex. detrilha = (1,2) - (2,3) - (3,4)

Ex. decircuito = (1,2) - (2,3) - (3,4) - (4,1)
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Problemas de determinacéo datrilha mais
curta entre dois nés
Exemplo 1

» Desgjamos remeter energiaelétricadaplantal acidade 1.

« A rede abaixo apresenta as distancias entre pares de pontos
conectados (incluindo subestagtes).

» Desgjamos determinar atrilha mais curta entre a planta e a cidade.
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Problemas de determinacéo da trilha mais curta entre dois nos
Exemplo 2

Eu comprei um carro novo por $12000. Os custos de manutencgéo e o
valor natroca do carro em um determinado ano dependem da idade do
carro no comego daquele ano.

IdadedoCarro | Custo anual de Ildadedo Carro  Valor natroca
(anos) manutencao (anos)
0 2000 1 7000
1 4000 2 6000
2 5000 3 2000
3 9000 4 1000
4 12000 5 0
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Exemplo 2

O prego do carro novo em qualquer instante no tempo serd $12000.

» Meu objetivo € minimizar o custo liquido:
(custo de compra) + (custos manutencao) - (valor recebido natroca)

durante os préximaos cinco anos.

« Formule este problema como um problema de determinagdo da trilha
mais curta.
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e Oproblematera6nos (=1, 2, ..., 6).

* Arco (i, }) = comprar o carro novo no inicio do ano i e manté-lo até o
inicio do anoj.

* Custo ¢; = (custo de manutencdo incorrido durante osanos i, i+1,...,j-1)
+

(custo de compra do carro no inicio do anoi)

(valor do carro natroca no inicio do ano j)
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Cp =2+12-7=7
Ci3 = 2+4+12-6=12

Cu=2+4+5+12-2=21
C = 2+4+5+9+12-1=31
Cg = 2+4+5+9+12+12-0=44

eassim por diante...
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» Todas as distancias diretas entre dois nés da rede sdo conhecidas e
ndo-negativas.

» Todos os nés da rede recebem um rétul o permanente ou
temporario.

e Um rétulo temporario representa o limite superior da menor
distanciaentre o né 1 e aquele no.

« Um rétulo permanente corresponde a menor distanciaentreo né 1
e aguele no.
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Passo Inicial:
* Ondinicial recebe um rétulo permanente com valor zero.

* Todos os demais nos tém rétul os temporérios com valor igual a
disténciadiretaentre o nd inicial e o n6 em questéo.

« Nés com rétulos temporarios e ndo conectados diretamente com
ondinicia recebem valor .

* Selecione, dentre os n6s ¢/ rétulo temporério, aguele que
apresentar o menor valor; esse nd passara ater rétulo permanente.

» Em caso de empate, escolha al eatoriamente um dos nés de menor
valor.
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* Seja k 0 ndé mais recente cujo rétulo foi transformado em
permanente. Considere os demais nés (com rétul os temporarios).

« Compare o valor de cada n6 temporario com a soma (valor do né
+ disténciadiretaentre o né k e o né em questéo). O minimo entre
esses valores sera 0 novo valor do né em questéo.
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«Selecione 0 né com menor valor dentre aqueles com rétulo temporério;
transforme seu rétulo em permanente.

* Se 0 n6 escolhido acimafor o n6 final, pare. Caso contrério, retorne
ao passo 1.
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* Todososarcossdo «—»

* Desgja-se encontrar atrilha
mais curtaentreosnés 1 e6.
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Comece fazendo com queo nd 1
tenha um rotulo permanente = 0

Todos os demais nés recebem rétulos provisorios iguais a distancia
direta entre 0 n6 em questdo eo n6 1.

Assim:
* indica rétulo permanente.

L(0)=[0*, 3, 7, 4, u, pl
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O menor dos réotulos temporarios
vira permanente (no 2).

* A menor distanciaentrenésl1e2é = 3.

» Os novos rétul os s3o:

L(0)=[0%, 3*, 7, 4, i, H]
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Paratodos os demaisnés (j = 3,4,5,6), calculeo
numero dado pelasomado valor noné 2 (=3) ea
distanciadiretaentreo nd 2 e o ndj em questdo

» Compare o nimero obtido com o rétulo temporéario do né j; o menor
dentre esses valores passa a ser 0 novo rétulo temporério dej.

Paraj=3 ® min(3+2,7)=5 « Os novos rétul os sio:
e Paraj=4 ® min(3+u,4)=4

) . L (2) =[0*, 3*, 5, 4, u, 12
e Paraj=5® mn(3+y, u) =

e Paraj=6 ® min(3+9,u) =12
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O menor dos réotulos temporarios
vira permanente (no 4).

* A menor distanciaentrenésl1e4 é =4.

* Os novos rétul os sdo:

L(2) =[0*, 3%, 5, 4%, u, 12
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Paratodos os demaisnos (j = 3,5,6), calculeo
numero dado pelasomado valornono 4 (=4) ea
distanciadiretaentre o né 4 e o ndj em questéo

» Compare o nimero obtido com o rétulo temporéario do né j; o menor
dentre esses valores passa a ser 0 novo rétulo temporério dej.

Paaj=3 ® min(4+1,5)=5 » Os novos rétul os s3o:
e Paraj=5® min(4+3,p)=7

L (3) =[0*, 3*, 5, 4*, 7,12]
e Paraj=6 ® min(4+u, 12) =12
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O menor dos rétulos temporarios
vira permanente (no 3).

* A menor distanciaentrenésl1e3é =5.

* Os novos rétul os sdo:

L (3) =[0*, 3*, 5%, 4*, 7, 12]
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Paratodos os demais nos (j = 5,6), calcule o nUmero
dado pela somado vaor no né 3 (=5) eadistancia
diretaentre o n0 3 e 0 NG j em questdo

» Compare o nimero obtido com o rétulo temporéario do né j; o menor
dentre esses valores passa a ser 0 novo rétulo temporéario dej.

» Os novos rétul os s3o:
e Paraj=5® min(5+3,7)=7

« Paaj=6 ® min(5+6,12) =11 L (4) =[0*, 3*, 5%, 4*, 7,11]
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O menor dos rétulos temporarios
vira permanente (N6 5).

* A menor distanciaentrenésl1e5é =7.

* Os novos rétul os sdo:

L (4) =[0*, 3v, 5%, 4*, 7*,1]]
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Para todos os demais nés (j =6), calcule o nimero
dado pelasomado valor nond 5 (=7) eadistancia
diretaentreon6 5eond j em questéo

» Compare o nimero obtido com o rétulo temporéario do né j; o menor
dentre esses valores passa a ser 0 novo rétulo temporério dej.

¢ Os novos rétul os séo:

 Paaj=6 ® min(7+3,11) =10
L (4) = [0*, 3*, 5%, 4*, 7*,10]
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O menor dos réotulos temporarios
vira permanente (no 6).

* A menor distnciaentrenés1e6é = 10.

* Os novos rétul os sdo:

L (5) =[0*, 3, 5%, 4*, 7*,10*]

¢ O agoritmo termina e a menor trilha entre 1 e 6 pode ser determinada.

Prof. Fogliatto PO - Graduag&o 76




Determinando atrilha mais curta

» Comece do nd de destino (6). Calcule adiferencaentre o rétulo
permanente do n6 6 e os demais nos diretamente ligados a ele.

L (5) =[0*, 3*, 5%, 4*, 7*,10%]

N6s 2,3 e 5 estdo diretamente ligados a 6.

Assim:

*(6®5):10-7=3
*(6® 3):10-5=4
*(6® 2):10-3=7
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Se adiferenca (6® |) for igual ao comprimento
real do arco (j, 6), escolha j como ponto
intermediario

Diferengas/ Arcos:

*(6®5 =3/ (56)=3
+(6®3) =4/ (36)=6
c(6®2)=71/(26)=9

Assim, o primeiro nd intermediario
no caminho entre6e 1 éond>5.
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Repita o procedimento parao no 5

N6s 3 e 4 estdo diretamente ligados a 5.

L (5) =[0*, 3*, 5%, 4*, 7*, 10*]

Diferengas:
e (5®4):7-4=3
*(5®3):7-5=3
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Se adiferenca (5® |) for igual ao comprimento
real do arco (j, 5), escolha j como ponto
intermediario

Diferencas/ Arcos:
*(5®4 =3/ (45 =3
*(5®3) =2/ (35 =3

Assim, o segundo né intermediario
no caminhoentre6e 1 éoné 4.

Caminho parcial: 6® 5® 4
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Repita o procedimento parao no 4

Prof. Fogliatto

N6s 3 e 1 estdo diretamente ligados a 4.

L (5) =[0*, 3*, 5%, 4*, 7*, 10*]

Diferengas:
*(4®3):4-5=-1
*(4®1):4-0=4
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Se adiferenca (4® j) for igual ao

comprimento real do arco (j, 4), escolha j

como ponto intermediario

Prof. Fogliatto

Diferencas/ Arcos:
c(M®3=-1/B4H=1
c(d® =4/ (1,4=4

Como o né 1 é o nb de destino,
determinamos a trilha mais curta
entreosnés 1 e6.

Trilha Mais Curta; 6® 5® 4® 1
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Use o algoritmo de Dijkstra pararesolver o problemano
slide 214.
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