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3  Análise de Sensibilidade
Muitas vezes além de resolver o problema para obter a solução ótima também é importante analisar em quais condições essa solução é válida, e o que aconteceria se os dados do problema sofrem alterações (mudança de preços, valores das restrições são alterados, etc.). Esse tipo de estudo e interpretação dos resultados é chamado de análise de sensibilidade, isto é, quão  sensível é a solução respeito as mudanças nos dados. Seja um exemplo de uma fábrica:

Uma fábrica produz dois tipos de produtos: Standard e Luxo. Cada modelo Standard requer 1 horas de manufatura; cada Luxo requer de 2 horas de produção. A fábrica possui um operário, tempo parcial,  destinado a produção desses artigos (40 horas mensais). As restrições de demanda são as seguintes: espera-se vender no máximo 16 modelos Luxo e 24 modelos Standard por mês. Sabendo-se que cada modelo Standard dá um lucro de R$ 30,00 e cada modelo Luxo R$ 40,00, pede-se qual deve ser a produção mensal da fábrica que maximize o lucro.   

O modelo matemático é:

Maximizar Lucro= 30 * ST + 40 * LX

Sujeito a:


ST <= 24


LX <= 16


ST + 2 LX <= 40

E a solução é mostrada na figura a seguir:

ST=24

LX=8

Lucro= 1040

As mudanças nos dados podem ser de dois tipos: 

1) mudanças no lucro unitário de cada variável, isto é, mudanças nos coeficientes da função objetivo, e

2) alterações no limite de cada restrição.

3.1 Mudança nos coeficientes da função objetivo (lucros unitários)

A reta do lucro é:                                        LX= -(30/40) ST + (1/40) Lucro

O coeficiente angular da reta é                   a = - (30/40) = - (Lucro de ST/ Lucro de LX)

Mantendo o lucro do modelo LX constante em 40 podemos variar o Lucro unitário do modelo ST, por exemplo de 30 para 20. Isso irá mudar o coeficiente angular da reta do lucro. Se 20 < Lucro de ST < infinito, então a inclinação da reta do lucro muda mas o ponto de ótimo continua sendo o mesmo: P0.

Se Lucro de ST = 20 então a reta do lucro coincide com o segmento P0-P1, e qualquer ponto desse segmento é uma solução ótima. Se Lucro de ST < 20 então o ponto de ótimo passa para o ponto P1: (ST= 8, LX=16). Por exemplo, se Lucro de ST=15  então   LucroTotal = 15 ST +  40 LX,  e a solução ótima será:

ST=8

LX=  16

LucroTotal= 760

Logo mantendo o valor do lucro LX fixo e variando o valor do lucro de ST entre 20 e +infinito o ponto de ótimo não se altera. Isto é, os valores de ST e LX na solução não mudam, porém o valor do Lucro Total sim muda. Seja por exemplo: Lucro =  40* ST + 40 * LX

Então a solução será  (ponto P0):

ST=24

LX=8

Lucro= 32 * 40 = 1280

De forma análoga mudando os valores do lucro de LX e mantendo os valores do lucro de ST constante obtemos a faixa de estabilidade da solução para essas alterações (valores mostrados na tabela a seguir).

Produto

(VARIABLE)
Lucro unitário atual (CURRENT COEF )
Faixa de estabilidade da Solução
Relatório Sensitivity Analysis no LINDO



Min
Max
Incremento permitido
Decremento permitido

ST
30
20
Infinito
Ininity
10

LX
40
0
60
20
40

A seguir e mostrado parte do relatório de análise de sensibilidade produzido pelo software LINDO para o problema: 

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:

                           OBJ COEFFICIENT RANGES

 VARIABLE         CURRENT        ALLOWABLE        ALLOWABLE

                                 COEF                INCREASE              DECREASE

       ST       
30.000000              INFINITY                  10.000000

       LX       
40.000000              20.000000                   40.000000

3.2 Mudança nos limites da restrições
Neste caso deseja-se investigar o que acontece com a solução se os valores limites das restrições forem alterados. Por exemplo, o que acontece  se a demanda da linha luxo (LX) mudar de 16 para 30?  Ou se a capacidade total de produção mudar de 40 para 80? Para cada restrição devem ser  investigados os seguintes eventos:

· como muda a função objetivo (Lucro) caso se altere uma unidade no valor limite da restrição?  e

· até que novo valor para o limite esse comportamento continua sendo valido?

3.2.1 Capacidade máxima da Linha luxo (LX)

Seja a restrição da linha luxo:             LX <= 16


Uma pequena alteração nesse limite ( de 16 para 17 ou para 15) não altera a solução (ST=24, LX=8), como pode ser observado no gráfico do lado. O valor do Lucro também não é alterado.  A solução somente será alterada se essa restrição mudar para  LX < 8. Logo o incremento permitido é  infinito, e o decremento permitido é de 8. 

3.2.2 Capacidade máxima da Linha Standard (ST)

Seja a restrição da linha standard: 

ST <=  24

Como a solução é ST= 24 então neste caso quando mudarmos essa restrição a solução sim é alterada. Suponhamos incrementar a restrição em 1 :  ST <= 25. Nesse caso a solução será ST = 25,

LX= 7,5  e Lucro= 1050.


Isto é aumentando  1 nessa restrição o lucro aumenta 10. Se ST <= 23 então o Lucro na  solução teria um decremento de 10. Esse comportamento pode ser verificado desde o ponto ST=8 até ST= 40 como mostrado na tabela a seguir.  A tabela também apresenta os dados relacionados à terceira restrição:


Restrição e Limite
Aumento de 1 no limite
Diminuição de 1 no limite
No LINDO


Aumento no Lucro
Validade
Diminuição no Lucro
Validade
Incremen

to  permitido
Decremento permitido

ST< 24
10
ST = 40
10
ST = 8
40-24=16
24-8 =16

LX< 16
0
LX = Infinito
0
LX = 8
infinito
16-8 = 8

ST+2LX <= 40
20
ST+2LX<= 56
20
ST+2LX<= 24
56-40=16
40–24=16



LP OPTIMUM FOUND AT STEP      2

        OBJECTIVE FUNCTION VALUE

        1)      1040.000

  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST             Preços Marginais
        ST                24.000000           0.000000

        LX                  8.000000          0.000000


       ROW             SLACK OR       DUAL PRICES

                               SURPLUS

 DEMANDST)          0.000000         10.000000

 DEMANDLX)         8.000000          0.000000

 TEMPPROD)           0.000000         20.000000

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:

                           RIGHTHAND SIDE RANGES

      ROW                   CURRENT        ALLOWABLE        ALLOWABLE

                                       RHS               INCREASE              DECREASE

 DEMANDST          24.000000            16.000000               16.000000

 DEMANDLX         16.000000             INFINITY                8.000000

 TEMPPROD           40.000000            16.000000               16.000000

Preços marginais (Shadow Prices): é a alteração no valor do Lucro (função objetivo) para cada alteração unitária das restrições.


Custo reducido (reduced cost) 

È calculado para  cada variável  e tem dois significados:

1. Se a variável não entrou na solução então significa a penalidade a pagar (redução no lucro) para introduzir essa variável na solução.

2. A quantidade a ser incrementada no coeficiente da variável, na função objetivo, para que essa variável participe da solução ( se a variável está na solução então o seu custo reducido = 0).

Exemplo:  Seja o seguinte problema

MAX     9 X1 + 3 X2 

SUBJECT TO          

        2 X1 + 1 X2 <=   14

        2 X1 + 3 X2 <=   24

                       X2 <=   6

A sua solução é  X1=7, X2=0, com o valor da função objetivo = 63, como mostrado pelo relatório do Lindo:

LP OPTIMUM FOUND AT STEP      1

        OBJECTIVE FUNCTION VALUE

        1)      63.00000

  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST

        X1                 7.000000          0.000000

        X2                 0.000000          1.500000

       END               0.000000          0.000000

       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES

        2)        
  0.000000         
  4.500000

        3)        
10.000000        
  0.000000

               4)        
  6.000000         
  0.000000 

O custo reducido da variável X2 (que não entrou na solução pois X2=0) é 1.5. Isso significa que se alterarmos a função objetivo para  Max 9 X1 + 4.5 X2   (o coeficiente de X2 é incrementado em 1.5) então X2 entra na solução:

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

        1)      63.00000

  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST

   X1         
4.500000          0.000000

   X2         
5.000000          0.000000

________________________________________________________________________________  

Referências Bibliográficas 

Prado, D. Programação Linear, Ed.DG, 1998.

Florianópolis, Abril de 2003.





















