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Problema Dual e Problema Primal

* Dependendo do problema a ser abordado,
questoes como a seguir podem ser de interesse:
— Em um problema de planejamento de produgao, se o

estoque de uma matéria-prima aumentar, Como 0 custo
de producao aumentaria?

— Em um problema de corte de material, se a demanda por
um tamanho de um item fosse maior ou menor, como a
perda do material seria alterada?

* Essas questOes indicam a necessidade de analisar
0 modelo de PL sob outro ponto de vista e
Introduzem um novo modelo de otimizacao linear,
chamado problema dual, em correspondéncia ao
original, chamado de problema primal




Problema Dual e Problema Primal

* Considere o seguinte problema de PL (problema primal) na
forma padrao
— Deseja-se cortar bobinas de aco sendo que cada bobina tem
largura L=1m e pesa 1 ton., para a producao de 108 ton de sub-
bobinas de 0,4m e 120 ton de 0,3m. O peso total da bobinas

cortadas deve ser minimo. Os padrées de corte encontrados sao
conforme apresentados nos vetores

"hE » e P

- Seja x; a quantidade (em ton) de bobinas cortadas segundo o

padrao de corte |, entao temos:
Min f(x)=x,+x, +x,

S.a ﬂx1 +%x2 =108
5 5 (1)
Ex2 +ix3 =120
5 10

X;s Xy, Xy 20



Problema Dual e Problema Primal

* A solucéao basica 6tima obtida pela resolucéo do
sistema Bx,=b é x*=(35 200 0)" e

f(x*)=1*35+1*200+1*0=235

— Se houvesse um aumento na demanda das sub-
bobinas, qual é o impacto disso sobre a necessidade

de cortar mais bobinas?

* Observe gue se considerarmos o
sofrer perturbacoes, entao b-Ax=

ue o vetor b pode
O nao precisa ser

satisfeita exatamente, de forma que:

— y=b-AX, y € um vetor que corresponde a uma
perturbacao no vetor b, de modo que a solucao do

problema agora pode ser Ax=b-y

Considere A, seja o custo unitario de perturbar o

recurso i. Assim, A.y.é o custo de perturbar o

recurso | emy. unidades



Problema Dual e Problema Primal

* Tem-se entao um novo problema associado,

chamado problema lagrangiano, isto &, para cada
A=A, A, ..., A,), resolva:

— Min f(X)+ Ay, + A, y,+ ... + A_y_em que y=b-Ax

* Definicao 1 (funcao Iagranglana e funcao dual): A
funcao objetivo do problema lagrangiano e
chamada funcao lagrangiana, e é dada por:

o LOGA)=T00+ ALyt Ay yot ot ALY
— dado que y=b-Ax, entao
e L(X,A) =CT™X+ATy
=C™X+AT (b-AX)
=(cT- ATA)X+ATb
* Note que: (c™- ATA)=(c,- ATa,, C,- ATa,,..., C- ATa ). Entao, L(X, A)
pode ser escrita como:
L(Xy,.., X, A)=(C- ATa )X, +(C- ATa,)X,+...+(C - ATa, )X .+ ATb



Problema Dual e Problema Primal

* A funcao dual é definida por:
Min,.o 9A)={L(Xys- X A)}
=min _{(c,- ATa,)x,+(C,- ATa,)x,+...+(c - ATa )X + ATb}
=min__{(c,- A\Ta,)x,}+min_,_{ (c,- ATa,)x,}+...+min__{ (c.- ATa )x }+ Ab}

* Considere o problema de corte anterior, a funcao dual
é dada por:
g(A)=Min L(X, A)=X,+X,+X+A, Y, +A, Y,
X,20, X,=0, X,=0,
4 2 3 9

=108-—x,——x, e y,=120——x, ——Xx
Em que 4 515 5% 10 °

=min, .o(1- 4/5A )X, +mMin,.,(1- 2/5A -3/5A,)X,}+...+min 4.o(1- 9/10A )X+ (108A,+ 120A,)



Problema Dual e Problema Primal

* Pela definicao de funcao dual e definindo R={x[] R" tal
que x=0} 0 S={xJ R" tal que Ax=Db, x=0}, temos:

g(A)= MIN, c™X+AT(D-AX)S MIN -, g CXFAT(D-AX)
= min{cx, sujeito a: Ax=b, x=0}
< f(x), para todo x tal que Ax=b, x=0
* Propriedade 1: para todo A LI R™ e para todo x tal que
Ax=Db, x=0, entdo g(A) < f(x)

* Definicao 2 (problema dual): O maior limitante inferior
para f(x), obtido pela funcao dual, define o problema
dual lagrangiano, ou S|mplesmente problema dual,
dado por:

Max g(A)
A ORm
As variaveis (A, A,,..., A ) sdo chamadas varidveis duais.



Problema Dual e Problema Primal

* Propriedade 2 (problema dual) Considere o seguinte
problema primal:
Min f(x)= c™x
Ax=Db
x=0
* Entao o problema dual € dado pelo seguinte problema
de otimizacao linear:
Max g(A)=b'A
ATA<C
* Os coeficientes da funcao objetivo dual sao dados
pelo vetor de recursos b do problema primal. O termo
Independente das restricOes duais é dado pelo vetor
custo ¢ do problema primal, e a matriz de restricoes

do problema dual € a transposta da matriz das
restricoes do problema primal, A'.



Problema Dual e Problema Primal

* Definicao 3 (restricoes duais e solucao dual factivel) O
conjunto de restricoes ATA<c é chamado de restricoes
duais, e todo vetor A que satisfaca as restricoes duais
é chamado de solucao dual factivel.

— Exemplo: o problema dual do problema primal em (1):
Max g(A) =108A, +120A4,

s.a g)tl +0A, <1

2A+320 <1
575

0A, +%/\2 <1
* Propriedade 3: o dual do problema dual € o problema

primal.



Problema Dual e Problema Primal

* Regras para construcao do problema dual

Primal (dual) Dual (primal)
Minimizacao Maximizacao
Vetor de recursos Gradiente do objetivo
Gradiente do objetivo | Vetor de recursos
Restricao = Livre Variavel
<= <=
>= >=
Variavel >= <= Restricao
<= >=
Livre =




Problema Dual e Problema Primal

* Exemplol:
Primal
Min f(x)=x,+2Xx,
s.a
-2X,+X,<=3
3X,+4X,<=5
X=X,<=2
X,>=0, X,>=0

Dual: (problema de maximizagcao com duas restricoes e trés
variaveis)

Max g(A)=3A,+5A,+2\, (devido ao primal de minimizacao)

s.a

-2A 3N A <=1 (devido as variaveis primais x;>=0)

A HAN,-N <=2
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Problema Dual e Problema Primal

* Exemplo2:
Primal
Min f(x)=x,+2Xx,
s.a
-2X,+X,=10
3X,+4X,<=2
X;>=0, X,>=0

Dual: (problema de maximizacao com duas restricoes e duas
variaveis)
Max g(A)=10A,+2A, (devido ao primal de minimizacao)

s.a
-2A+3A <=1 (devido as variaveis primais x;>=0)

A HAN <=2

A,<=0 (note que A, e livre devido a primeira restricao de

R PN PN g



Problema Dual e Problema Primal

* Exemplo3:
Primal
Min f(x)=3x,+2x,
-2X,+X,<=3
3X,+4X,<=5
X,=2X, <=2
X-X,>=1
X,>=0, X,>=0
Primal
Max f(x)=x,+2X,
-2X,+X,+X,>=3
3X,+4X,<=5
X,>=0, X, e livre, x,<=0
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