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Metodo Simplex

* Dada uma solucao factivel:

— Essa solucao é otima?

— Caso nao seja 6tima, como determinar uma melhor?
* Considere uma solucao basica factivel:

B A _ p-l
fC::xTB:emque %’CB_B b20
Al 1 x, =0,
* E a solugcao geral usando a mesma particao basica
X

tal que X, =B'b-B"'Nx,

X —

B2



Metodo Simplex

* A funcao objetivo f(x) pode ser expressa considerando
a particao basica:

— f(x)=c"x= ,
[CB qDXBD Cs XB CN)CN

— CT;: coeficientes das variaveis basicas na func&o objetivo
— CT: coeficientes das variaveis nao-basicas na fungao
objetivo
« Como x;=B"'b-B-"Nx, entao:

_ f(x)=cT(Bb-BINx ) cT x, (1)
X

— O primeiro termo de (1) corresponde ao valor da funcao
objetivo em x:

f(R) = chiy +chky =ch(Bb)+ch(0)=chB ™D



Metodo Simplex

* Definicao 1(vetor multiplicador simplex): O vetor A de
ordem mx1, dado por
— A= cT B
— € chamado de vetor multiplicador simplex (ou também, vetor
de variaveis duais)

— O vetor multiplicador simplex pode ser obtido pela resolucao
do sistema de equacoes lineares AB™= ¢, que € obtido ao se

tomar a transposta de A= c";B-" e multiplicar ambos os
termos da igualdade por BT
* N=cT B A= (B")c, ~ BTA=c,
— Utilizando o vetor multiplicador simplex em (1) temos que:
F(x)=f()=cyB" Nxy +cyxy = f(£) = A" Nxyy +cyxy
= f(X)+(cy —A"N)x,



Metodo Simplex

— Utilizando o vetor multiplicador simplex em (1) temos que:
f(x)=f( )_CgB_leN +C]7\;XN = f(x) _ATNXN +C§fo

= f(®)+(cy =A'N)x,

— Note ainda que:
T T — T
cy =/ N—(ch,ch,...,an_m)—A (@1 Aygseens@y )

_ BYs Y Y
_(CNI A aNl,CNZ A aNz,..o,CN A aNn_m)

— e
Xy = (Xpps Xygsees Xy )

n-—m

— obtemos

f(x)=f(x)+(cy, _ATaNl)le +(cy, _ATaNz )Xy, toot (CNn_m —ATaNn_m )an_m



Metodo Simplex

* Definicao 2(custos relativos): Os coeficientes

N

¢y, =(cy, —A'ay,) das variaveis ndo-basicas da
funcao objetivo (2) sdao chamados custos relativos
ou custos reduzidos

— S =f(X) ey Xy tCyxy, Tt éNn_m Xy (3)



Metodo Simplex

* Propriedade 1 (condicao de otimalidade): Considere
uma particao basica A=[B N] em que a solucao basica
associada X =B-'b>=0 (solucdo basica factivel), e
seja AT o vetor multiplicador simplex. Se c,,-ATa,,>=0,
j=1,...,n-m, (todos os custos relativos sao nao-
negativos), entao a solucao basica € otima.

* Pergunta: Como determinar uma solugao basica
factivel melhor?

— Considere uma solucao basica factivel e suponha que a
condicao de otimalidade seja violada (caso contrario, a
solucao € o6tima), isto €, suponha que exista k tal que:

N

_ Y
Cy =cy —Aa, <0



Metodo Simplex

* Definicao 3(estratégia simplex): Chamamos de estrategia
simplex a perturbacao de uma solucao basica factivel que
consiste em alterar as variaveis nao-basicas por:

* [ X\ =€ >= 0, (variavel com custo relativo negativo)

\

+ [ xy=0, j=1,2,...,n-m, j#k
« Ou seja, apenas uma variavel nao-basica, x,,, deixa de

ser nula. Com isso, a fungao objretivoA(B) Bassa a ser:
Jx)=f(x)+cy,0+...Fcy e+...+¢y

=f(xX)+ey < f(X)
* Observe que a funcao objetivo decresce quando € cresce

— Isso justifica a escolha da variavel nao-basica a ser
perturbada com o menor custo relativo



Metodo Simplex
* Definicado 4(direcao simplex): Chamamos de direcao
simplex o vetor y=B-"'a,,, 0 qual fornece os coeficientes
de como as variaveis basicas sao alteradas pela
estratégia simplex. A direcao simplex é solucao do
sistema de equacoes lineares By=a,,

— Observe que as variaveis basicas podem ser escritas como:
* X3 =B b-B Ny, =i,-Bay, £=%,- )€ (4)
* Reescrevendo a equacao vetorial (4) em cada uma de
suas coordenadas e considerando a nao-negatividade

das variaveis basicas .
Xy =Xz —¥,€20, 1=1,....m

[



Metodo Simplex

* Assim,

— Se y<=0, entao xz;>=0, para todo €>=0 .

=%, —yE <h
_Se y>0, como 5 =¥ "yE20,entdo £ "

* Logo, o maior valor para € € dado por

N P = ]
£ = — =minimo[J— tal que y, >0
Vi mpZ []




Algoritmo Simplex (algebrico)

* Fase l:

— Determine inicialmente a particao basica factivel A=[B N]. A
rigor, precisamos de dois vetores de indices basicos e nao-
basicos:

- (B,,B,,...,B,)e(N,,N,, ..., N__)

— Os vetores das variaveis basicas e nao-basicas sao,
respectivamente:
* X"5=(Xg1» Xg2s -+s Xgm) € X'\= (Xnts Xnzo +++r Xnnem)
— Faca iteracao=1
* Fase ll: {inicio da iteracao simplex}
— Passo 1: {calculo da solugao basicaj}

. %8 =B-b //ou, equivalentemente, resolve o sistema Bx,=b
X —_
e N



Algoritmo Simplex (algebrico)

* Fase ll: {inicio da iteracao simplex}
— Passo 2: {calculo dos custos relativos}
* 2.1) {vetor multiplicador simplex}

— N'= 7B
* 2.2) {custos relativos}
_ ¢y =cy —Na,, j=12,....n—m

» 2.3) {determinagao da variavel a entrar na base}
— ¢y, =minimo{cy , j =1,...,n—m} (variavel x,, entra na base)

— Passo 3: {teste da otimalidade}

> g s . s ,
* Se N = 0, entao: pare //solucao na iteracio atual €
otima



Algoritmo Simplex (algebrico)
* Fase Il: {continuacao}

— Passo 4: {calculo da direcao simplex}
° y=B-1aNk

— Passo 5: {determinacio do passo e variavel a sair da base}
* Se y<=0, entdo: pare //problema nio tem solug¢ao 6tima finita. f(x)-> -«
* Caso contrario, determine a variavel a sair da base pela razao minima

~ X . Bx, . Ll//a variavel x., sai da base
g="_10 =mzmm05italqueyi>0,l=1,...,mD o
Vi

Vi []

— Passo 6: {atualizacao: nova particao basica, troque a I-
ésima coluna de B pela k-ésima coluna de N}
« Matriz basica nova: B=[ag,...a5 , ay ag,, --- 8]
« Matriz nao-basica nova: N=[ay;...ay, , g Ay -+ Ayl
* iteracao=iteracao+1
* Retorne ao passo 1



Algoritmo Simplex (algebrico)
* Exemplo:
— Minimizar f(x,,X,)=-X,-2X,
* X,+X,<=6
* X,-X,<=4
o -X,+X,<=4

* X,>=0, x,>=0

« Apos introduzir as variaveis de folga x,, X, e X, temos
0 problema na forma padrao
* Na Fase |, obtemos uma particao basica factivel:
— (B, B, B,)=(3, 4, 5), (N,, N,)=(1, 2),
— Ou seja, B=l. Fazendo (x,, x,)=(0,0), temos (trivialmente) os
valores das variaveis basicas



Algoritmo Simplex (algebrico)
* Fase ll: 12 lteracao

Indices
Basicos Nao-basicos
B. B,=4 |B,=5 [N,=1 [N,=2 |b
[B|N] |1 0 0 1 1 6
0 1 0 1 -1 4
0 0 1 -1 1 4
[Cs | cy] |0 0 0 -1 -2 =0




Algoritmo Simplex (algebrico)
* Fase ll: 12 lteracao
— Passo 1: {calculo da solugao basica} = x;=(X,, X,,
X5)
» Resolver o sistema Bx;=b
— %=(6, 4, 4)

* Avaliacdo da fungao objetivo:
— f(X)=Cg1Xgs+ CaoXgy + Cg3Xp,=076+074+0%4=0



Algoritmo Simplex (algebrico)
* Fase ll: 12 lteracao

— Passo 2: {calculo dos custos relativos}
« 2.1) {vetor multiplicador simplex}:(c;=(Cg,,Cg,;Cg3)=(C5,C,,C:)=(0, 0, 0)).
— Solugao do sistema B™A=c; é A™=(0,0,0)
« 2.2) {custos relativos}: (N,=1, N,=2)
— Czc,- N'a,;=-1-(0 0 0) Ei E =-1,
agls

d' £

—C5c,- N'a,=-2-(0 0 0) ?1%-2, k=2. (variavel x,,=x, entra na base)

[

* 2.3) {determinacgao da variavel que entra na base}

— Como C,=Cy,=minimo{C ,, j=1,2}=-2<0, entao a variavel x,
entra na base



Algoritmo Simplex (algébrico)

* Fase ll: 12 lteracao

— Passo 3: {teste de otimalidade}
« Como os custos relativos (c,=-1, ¢,=-2)sao negativos, a solugao atual ndo
é otimal!
— Passo 4: {calculo da direcao simplex} o
» Resolver o sistema By=a, e obtenha y= ¢

dit
O vetor y mostra como as variaveis basicas sao alteradas: x;= Xp -y€

 As variaveis nao-basicas (x, e x,) se alteram conforme a estratégia
simplex: x,=0 e x,=¢
— Passo 5: {determinagéo do passo e variavel a sair da base}
. € =minimo(¥z/y,, X3ly,)=minimo(6/1, 4/1)=4= X553 y,
* Xg;=Xs Sai da base



Algoritmo Simplex (algebrico)

* Fase ll: 12 lteracao

— Passo 6: {atualizacao: nova particao basica, troque a I-
ésima coluna de B pela k-ésima coluna de N}
* (B4, B, B3)=(3,4,2), (N;, N,y)=(1,9),
» {novo valor da funcao objetivo: f(x)=f(X }+C n, € =0-2*4=-8}

* Nova Tabela:

indices
Basicos Nao-basicos
B=3 |B,=4 |B;=2 |N,=1 |[N,=5 |b
[B|N] [1 0 1 1 0 6
0 1 -1 1 0 4
0 0 1 -1 1 4
[cs|cy] |0 0 -2 -1 0 =-8




Algoritmo Simplex (algebrico)
* Fase ll: 22 lteracao

— Passo 1:
« Solugao basica: Xz=(X;, X;, X,)
. Resolver sistema Bx,=b e obter X5 = HZE

H4E
— Passo 2:

* 2.1) {vetor multiplicador simplex}
— (C5=(Cg4,Cp2:C3)=(C3,C4,C,)=(0, O, -2)).
— Resolver sistema B'A=c; € A"™=(0, 0, -2)
« 2.2) {custos relativos}: (N@} EN2=5)
— CfFc,-Na,=-1-(00-2) g =-3, k=1, x, entra na base

Agls
PE

_ Cs=c- N'a=0-(0 0 -2) PE=2,

JBE

« 2.3) {determinacgao da variavel que entra na base}
— Como€1<0 solucio basica nao é étima e x. entra na base



Algoritmp Simplex (algébrico)
* Fase ll: 22 lteracao

— Passo 3: {teste de otimalidade}
* Como ha custos relativos (5'1=-3,85=2) negativos, a solucao atual
nao é otima!
— Passo 4: {calculo da direcao simplex}
» Resolver o sistema By=a, e obtenha y=p2

00 C
agls
* O vetor y mostra como as variaveis basicas sao alteradas: x;= X, Y€
 As variaveis nao-basicas (x, e x;) se alteram conforme a
estrategia simplex: x.=0 e x,=¢
— Passo 5: {determinacao do passo e variavel a sair da base}
« Como somente y.>0, entao
o € =minimo(Xz /y,)=minimo(2/2)=1

e 1p1=X, sai da base



Algoritmo Simplex (algebrico)
* Fase ll: 22 lteracao
— Passo 6: {atualizacao: nova particao basica, troque a I-
ésima coluna de B pela k-ésima coluna de N}
* (B;, By, B3)=(1,4,2), (N;,N,)=(3, ),
» {novo valor da fungao objetivo: f(x)=f(X )+ Cn & =-8-3*1=-11}
* Nova Tabela:

Indices
Basicos Nao-basicos
B,=1 |B,=4 B,=2 N.=3 |[N,=5 |b
[B|N] |1 0 1 1 0 6
1 1 -1 0 0 4
-1 0 1 0 1 4
[cs | cy] | -1 0 -2 0 0 f=-11




Algoritmo Simplex (algebrico)
* Fase ll: 32 lteracao

— Passo 1:
« Solugao basica: xz=(X;, X;, X,)

JE

» Resolver sistema Bx;=b e obter Xz = 3¢

Pt

— Passo 2:
« 2.1) {vetor multiplicador simplex}
— (C5=(Cq+Cr2:Cr3)=(C+,C4,C)=(-1, 0, -2)).
— Resolver sistema B'A=c; € A™= (-3/2, 0, -1/2)
¢ 2.2) {Acustos relativos}: (N,=3, %‘{5)
— Csc,- N'a,=0-(-3/2, 0, -1/2) ror =3/2,
alls

i

— C£c,- Na=0- (-3/2, 0, 4/2)%% =1/2,



Algoritmo Simplex (algebrico)
* Fase ll: 32 lteracao

— Passo 2:

« 2.3) {determinacgao da variavel que entra na base}
— Como minimo{éNj , j=1,2}=1/2>0, segue-se que a solucao atual

» )ACB= E|1 eiN:%E ou X= %E
0r

R:
(B[
r

[T A0 10T

5

—E 6tima!



