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Definicao

E o processo de estimar valores de uma
fungdo f para valores de x diferentes de x,,
parai=0, ..., n, sabendo-se apenas os valores de

f(x) nos pontos x, x;, ..., X,,.

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Definicao

E o processo de estimar valores de uma
fungao f para valores de x diferentes de x,,
parai=0, ..., n, sabendo-se apenas os valores de

f(x) nos pontos x,, xj, ..., X,

Qual o valor de f{x;) para x; <x,<x, ?

y fix)  flx)  fixy) fix,)
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Interpolacao

Qual o valor de f(x;) para x; <x;<x, ?

y i) i) fx) flx,)

Como determinar o valor de f(x;) ?

|

Obter uma funcado que relaciona as variaveis x e y

I

POLINOMIO

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao

Métodos de Interpolacao Polinomial sdao
utilizados para aproximar uma funcao f(x)
quando:

— f(x) é desconhecida. Tem-se apenas valores de f
em um conjunto de pontos

— f (x) é conhecida mas de dificil manipulagao
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Interpolacao Polinomial

Interpolacao Polinominal

Linear: Polinbmio de grau 1

Quadratica: Polinbmio de grau 2

Lagrange: PolinOmio de grau n
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Interpolacao Linear

Problema: Seja f(x) dada pela tabela ;:O;a:f
Xi) =J;
fo fi £ fa

Determinar uma aproximagao para f(u), onde x, <y < x;,; para0<i<n

fndo é conhecida = aproximar f pelo polinémio P,

P, (1) sera calculado, e ndo f(u)
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Interpolacao Linear

P,(x) € o polinbmio de grau 1 que passa pelos pontos
A= (x;, f)) € B = (X1, fi1)

flw) = Py(w) = fi + (- x;) (fiyy - )

(Xi+1 - Xi)

HI’

|
- r
xr; e Tita Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Linear

Equacdes da Reta

a = coeficiente angular
b = coeficiente linear

y=ax+b

\T
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Interpolacao Linear

EquacdOes da Reta

Pi = (Xi/ yi)

Pi+1 = (Xi+1l yi+]_)
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Interpolacao Linear

Equacdes da Reta

a = coeficiente angular = inclina¢do da reta = tag ©

a = tagO = cat.op. = Yy, 1V,
cat.adj. x,,—X

i+1 i
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Interpolacao Linear

Equacdes da Reta
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Interpolacao Linear

EquacoOes da Reta
Semelhanga entre triangulos
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Interpolacao Linear

Equacdes da Reta
Semelhanca entre triangulos

a = tag © = cat. op. = cat. op.

cat. adj.

________ Yol
cat. adj.
________ il T
o a=tagl =y, -y = Y-y
Xip1 — X H=X
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Interpolacao Linear

EquacoOes da Reta

(y-v) = (L—x) -
y = Vit (r—x) -
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Interpolacao Linear

P,(x) € o polinbmio de grau 1 que passa pelos pontos

A= (Xilfi) eB= (Xi+1' fi+1)

Tiy1, f(2i1))

flw) = Py(w) = fi + (- x;) (fiyy - )

(Xi+1 - Xi)

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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Interpolacao Linear

Exemplo: O numero de bactérias, por unidade de volume,
existente em uma cultura apds x horas é apresentado na tabela:

y (volume de bactérias) 65 92 132

Calcule o volume de bactérias no instante t = 3 horas e 42 minutos, ou
seja, calcule o valor de P,(3,7).

f) = Pyl) =i+ (1= x) (g - )

(Xis1 - X;)
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Interpolacao Linear

Exemplo: O numero de bactérias, por unidade de volume,
existente em uma cultura apds x horas é apresentado na tabela:

nm—n- 2 | 3 | 4|

y (volume de bactérias) 65 92 132

Calcule o volume de bactérias no instante t = 3 horas e 42 minutos, ou
seja, calcule o valor de P,(3,7).

f3,7) =P,(3,7) =92+ (3,7 - 3) (132 - 92)
(4-3)

f3,7) =P,(3,7) =120
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Interpolacao Linear

Exercicio: O numero de bactérias, por unidade de volume,
existente em uma cultura apds x horas é apresentado na tabela:

y (volume de bactérias) 65 132

Calcule o volume de bactérias no instante t = 1h e 25min.
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Interpolacao Linear

Exemplo: Dada a tabela

sen(x) 0,1 0,199 0,296 0,389

Calcule o valor aproximado de sen(0,15)

£(0,15) =P,(0,15) = 0,1+ (0,15 - 0,1) (0,199 — 0,1)
(0,2-0,1)

£(0,15) =P,(0,15) = 0,1495
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Interpolacao Linear

Exercicio: Dada a tabela

sen(x) 0,1 0,199 0,296 0,389

Calcule o valor aproximado de sen(0,32)
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Interpolacao Linear

Erro

Seja o intervalo [x;, x;,;] € um ponto x € (x; X;,,).

Como P,(x) é apenas uma aproximagao para f(x), o erro cometido nesta
aproximacao é:

E(x) = fix) - P4(x)

E(x) = (x—x) (x— xi+1)]L(E,) para algum § € (x;, x;,;)
2

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Linear

Conta parao Erro

Suponha que Vx € (x, X,;), |f” (x)| £M,, para alguma constante M,,.

A seguinte estimativa para o erro pode ser considerada:

[EX) | £ M, (% —x)?
8
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Interpolacao Linear

Exemplo: Dada a tabela

sen(x) 0,1 0,199 0,296 0,389

Valor aproximado de sen(0,15) >  f{0,15) = P,(0,15) = 0,1495

Calcule o erro da aproximagao acima

flx) =sen(x) | |f"(x)| =|-sen(x)| < |-sen(0,2)|
f(x) =cos(x) <sen(0,2) =0,199 <0,2 vx€[0,1,0,2]
f’(x) = -sen(x)

|EX)] £ M, (x,,, —x)?=0,2 (0,2 —0,1)2 = 0,00025
8 8

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Polinomial

Nota:
fix)=fi=v;

Problema: Dados n + 1 pares de valores (x, f),
i=0, ..., ncomx #x parai#j, determinar um polinémio
de grau n que passa por estes n + 1 pontos.

S P T
Yo Y1 Y2 Yn

fndo é conhecida = aproximar f pelo polinémio P,

P, (u) sera calculado, e ndo f(u)
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Interpolacao Polinomial

NN
Yo Y1 Y, Yn

Y,
[:1"11-: yﬂ)

\ Pa(x)
- (T1,71)
@yn)

(z2,y2)

T
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Interpolacao Polinomial

Yy
Yo ViV Y ) Palx)
(z1.91)
J‘Qyu)

(r2,12)

Proposi¢cao: Sejam n + 1 pontos dados por (x, f), i=0, ..., n
onde x; # x, para i # j. Entdo existe um unico polinémio de grau n
que passa por estes pontos.
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Interpolacao Polinomial

Demonstracao: Considere P, (x) um polindmio de grau n:

n
— 2 3 = i
P(X)=ag+ax+ax®+ax3+..+ax" = Z axi sendoa, =cte
i=0

P, passa pelos pontos (x; f;).

P.(x)=f, i=0,..,n

E preciso determinar as constantes a, para depois determinar P_(x).

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Polinomial

Demonstrac¢ao:

P,(x)=f, i=0,..,n éequivalente ao sistema:

S ag+ap + )t +ax i+ +ax," = f
§ 2 3

N n -—

S agt+ax, +ay‘+ax +..tax," = f
i« .

O

3

Q

(%}

QEJ a,+ax, +ax’+ax’+..+ax" = f
~ 0 1%n 2%n 3%n e n"*n - n

O Sistema tem solugdo unica desde que o determinante da matriz
dos coeficientes das icognitas seja nGo nulo

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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Interpolacao Polinomial

Demonstracao:

n . x2 x3 XN * A é a matriz de coeficientes
0 0 L 0 das icognitas.

1 %, x2 x3 . x" * E uma matriz de
A = . . Vandermonde, cujo det(A)
é dado por:

det(A) = TT (x;—x;)

Q X, X, 0o e XD s
1<i<j<n

* Como x; # x; para i # j, temos que det(A) # 0, como queriamos demonstrar.
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Interpolacao Polinomial

y
ENENEN S nite
Yo Y1 Y2 Yn
- (z1.91)
J‘Q Yo)

(r2,12)

)
P.(x)

P (x) existe e é Unico

Problema: dados os pontos (x, f;) parai=0,..., n, onde x; # X, parai#j,
determinar o valor de f(u), parap#x;, j =0,..., n.

Solugdo: Aproximar f(u) por P (u), onde P, é o polonémio de grau n
que passa pelos pontos (x;, f;) parai=0,..., n.

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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Interpolacao Polinomial

Exemplo: determine o valor de log(2,45) aproximado por um polinémio
interpolador de grau 3.

log(x) 0,361728 0,380211 0,397940 0,414973

Ay + X, + A’ + axx,® = f,
ap + ax, + Ay’ +ax?® = f]
] ap + A, + Ay’ + ax’ = f,
Ay + A + Ay’ + axs® = f

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Interpolacao Polinomial

Exemplo: determine o valor de log(2,45) aproximado por um polindmio
interpolador de grau 3.

log(x) 0,361728 0,380211 0,397940 0,414973

a, + 2,3a, + 5,9a, + 12,167 a = f
° ' ? ? ° a, = -0,404885
a, + 2,4a, + 5,76a, + 13,824a, = f; a, = 0,528963
— a, = 0,107300
a, + 2,5a; + 6,253, + 15,625a; = f, 3. = 0.009667
3 - ’
ap + 2,6a; + 6,76a,+ 17,576a; = f;

P, (x) = -0,404885 + 0,528963x - 0,107300x2 + 0,009667x>
log(2,45) = P4(2,45) =0,389170

Métodos Numéricos - Interpolagdo
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Polindomio Interpolador de Lagrange

Teorema (Lagrange): Seja f uma fung¢do definida num intervalo [a,
b] e conhecida nos pontos (x;, f) i = 0,..., n. Existe um e um s6

polinémio P, de grau menor ou igual a n interpolador de f nos
pontos dados.

Demonstragdo: Seja o polindmio P, definido por:

P.() = 2 fix)L(x)
i=0

onde: N
Polin. de grau n | <— Lk(X) = ﬂ X=X; k=1,...,n
j = 0' J *k Xk - XI Métodos Numéricos - Interpolagéo

Formula de Lagrange

n

Lx) = [T X=X k=1,..,n
j=0,j%k

n

L(x) = T] X — X, k=1,..,n

j=0,j#k -
X = X;
1 se k=i
L (x) = -
0 se kzi
Métodos Numeéricos - Interpolagdo
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Polindomio Interpolador de Lagrange

P00 = 3 LS

e P.(x) € um polindbmio de grau n, pois é a soma de
L; (x)f, que é um polindbmio de grau n parai=0, ..., n
e P.(x) =f(x) paratodo x,, k=0, ..., n

P.(x) = > L(x)fi= fiparatodok=0, ..., n

i=0

Métodos Numéricos - Interpolagdo

Polindomio Interpolador de Lagrange

Exemplo: Determine o polinémio de grau 3, P,(x), que passa
pelos pontos da tabela abaixo. Em seguida, calcule P4(2).

x| 0o | 1| 3 ]| 4
f 2 4 5 0

P3(X) = ?’Z Li(X)fi = Lo(x)fo"' I—1(X)f1+ Lz(x)fz + L3(X)f3

= Lo(X)fy + Li(x)f; + LX)S, + Ly(X)f;

= L(x)2+ Ly ()4 + L(x)5 + 5‘”0/

Métodos Numéricos - Interpolagdo

10/22/2011

19



Polindomio Interpolador de Lagrange

n
| x| o 1 ] 3 | 4 | L) =TT x-x
f 2 4 5 0

j:O, X, — X
jrk kT

Lo(X) = (x=1)(x=3)(x=4) = (x=1)(x—=3)(x—4) = (x— 1)(x —3)(x — 4)
(0-1)(0-3)(0—-4) (= 1)(-3)(-4) 12

L,(X) = (x=0)(x —3)(x—4) = x(x—3)(x—4) = x(x —3)(x — 4)
(1-0)(1-3)(1-4) (1)(-2)(-3) 6

Ly(X) = (x=0)(x = 1)(x = 4) = x(x—=1)(x —4) =x(x—1)(x—4)
(3-0)(3-1)(3—-4) (3)(2)(-1) -6
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Polindomio Interpolador de Lagrange

Exemplo: Determine o polinémio de grau 3, P,(x), que passa
pelos pontos da tabela abaixo. Em seguida, calcule P4(2).

x| 0o | 1| 3 | 4|
f 2 4 5 0
Py(x) = _“i'zo LX), = Lyx)2 + Ly(x)4+ L(x)5 + 51”0/

P,(x)= 2[(x e J+ 4[WJ + sﬁ(x%)(x—zn]

3 3 Métodos Numéricos - Interpolagdo
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