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PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE

Resumo

O Problema do Caixeiro Viajante é um dos mais bem conhecidos e estudados problemas
da Teoria dos Grafos. Neste contexto, podemos traduzi-lo para o problema de encontrar
um circuito hamiltoniano de menor custo em um grafo com custos nas arestas. Uma das
principais questdes envolvidas neste problema, e certamente uma das principais questoes
de toda a Ciéncia da Computagdo, é saber se existe um algoritmo eficiente — de tempo
polinomial — para computar tal circuito, ou se um algoritmo como este ndo pode existir,
caracterizando-o entdo como um problema intratdvel. Quando ndo conseguimos encontrar
uma solugéo eficiente para um dado problema, e também ndo conseguimos mostrar que tal
solugdo ndo existe, devemos utilizar técnicas que nos auxiliem na construcdo de um algo-
ritmo que nos fornece solu¢des aproximadas. Apresentaremos neste texto, um algoritmo
de tempo polinomial que nos fornece solugdes aproximadas para o Problema do Caixeiro
Viajante.

1 Motivagao

Suponha que a drea de atuagdo de um caixeiro viajante inclua vérias cidades, com estradas
conectando certos pares destas cidades. Em seu trabalho, ha a exigéncia de que ele visite cada
cidade pessoalmente. E possivel que o vendedor projete um percurso pelas cidades que o per-
mita visitar cada cidade especifica exatamente uma vez e retorne para sua casa? Este problema
também é conhecido como o Problema do Caixeiro Viajante.

2 Modelagem do Problema em Teoria dos Grafos

O Problema do Caixeiro Viajante tem uma interpretacdo grafica bastante natural. Suponha
que existam n cidades na regido de atuacdo do vendedor. Seja G um grafo conexo com custos
nas arestas tal que os vértices v; (1 < i < n) representam as cidades a serem visitadas, e o
custo ¢(v;v;) da aresta v;v; denota a distdncia em quilometros para percorrer a estrada entre v;
e vj. Podemos considerar que G' é completo, pois mesmo que nao exista estrada entre v; e vj,
podemos sempre definir c(v;v;) = dist(v;, v;), para todo par de vértices v; v; de Viz. O Problema
do Caixeiro Viajante é entdo apresentado da seguinte forma:

Problema PCV(G, ¢): dado um grafo conexo G e uma fungdo custo c: Eg —
Q> nas arestas do grafo, determinar um circuito hamiltoniano de custo
minimo de G.



Chamamos o circuito hamiltoniano de custo minimo de um grafo G simplesmente de cir-
cuito hamiltoniano minimo de G.

Existem varios problemas que podem ser formulados como instancias do Problema do Cai-
xeiro Viajante. Um exemplo ocorre no projeto de sistemas de hardware. Tais sistemas possuem
muitos médulos, cada um contendo sua prépria pinagem, isté é, uma certa quantidade de pi-
nos. A posicao fisica de cada médulo é pré-determinada. Desejamos interconectar um dado
subconjunto de pinos por fios, sujeito as seguintes condigdes: (i) no méximo dois fios podem
ligar dois pinos (devido ao seu tamanho e possiveis mudangas futuras no layout dos fios); (ii) o
comprimento total dos fios deve ser minimizado (para facilidade e organizagado da fiagdo). Esta
situacdo pode ser modelada por um grafo completo com custos nas arestas . Seus vértices cor-
respondem a um dado conjunto de pinos rotulados com 1,2, ...,n. O custo ¢(ij), com (i < j),
de uma aresta que conecta o pino 7 ao pino j é a distancia entre o pino i e o pino j. A condicdo
(i) determina que devemos encontrar um circuito hamiltoniano em G e a condigao (ii) especi-
fica que tal circuito deve ter comprimento minimo. Se introduzimos um pino auxiliar rotulado
com 0, e fazemos ¢(0i) = 0, para 1 < i < n, entdo o problema da fiagdo torna-se um Problema
do Caixeiro Viajante com n + 1 cidades.

Um algoritmo 6bvio para solucionar este problema precisa calcular o custo de (n — 1)!/2
circuitos hamiltonianos de G. A complexidade de tal algoritmo é claramente de ordem expo-
nencial e, dessa forma, é muito ineficiente. Infelizmente, nenhum algoritmo eficiente ainda foi
encontrado para solucionar o Problema do Caixeiro Viajante. De fato, o problema de decisdo
relacionado, apresentado a seguir, é N'P-completo:

Problema PCV-Desc(G, c¢): dado um grafo completo G, uma fungéo custo
c: Eg — Qx> e uma constante positiva k, existe um circuito hamiltoniano C
em G tal que ¢(C) < k?

Dizer que o PCV-Desc é N'P-completo significa dizer que: (i) o problema estd na classe
de complexidades NP, isto é, dado um grafo G, uma funcdo custo ¢ nas arestas de G, uma
constante k e uma seqiiéncia de n vértices vy, va, . . . , v,, podemos verificar se esta seqiiéncia de
vértices é um circuito hamiltoniano em G, com custo no médximo k, em tempo polinomial; e
(if) o problema é pelo menos tado dificil de ser solucionado quanto qualquer outro problema da
classe N'P. Um problema que satisfaz esta condigdo (ii) também ¢é dito ser N'P-dificil.

Baseado nestes fatos, a tentativa de encontrar um algoritmo eficiente para solu¢do do pro-
blema PCV deve receber uma prioridade baixa. Em vez disso, muitos algoritmos eficientes
foram desenvolvidos e nos fornecem circuitos hamiltonianos com custo “pequeno”, mas ndo
necessariamente com custo minimo. Estes algoritmos, por ndo fornecerem solugdes 6timas,
mas sim proximas das solugdes 6timas, sdo chamados algoritmos de aproximacdo. Em geral,
estes algoritmos estdo sempre associados aos problemas que estdo na classe de complexidades

NP.



3 Um Algoritmo de Aproximacao

Vamos considerar inicialmente que o grafo de entrada para o problema satisfaz a desigual-
dade triangular: c(v;vy) < ¢(vivj) + c(v;jvg), para quaisqueri,j ek, com 1 < i,j,k < n,i # je
j # k. Esta consideragdo é razodvel, ja que o comprimento de uma estrada direta entre duas ci-
dades v; e vi, é usualmente ndo maior que o comprimento de um percuso entre v; e vy, passando
por uma cidade intermediaria v;.

Considere entdo que o grafo G satisfaz a desigualdade triangular. Seja 7" uma arvore ge-
radora minima de G. A remogdo de qualquer aresta de um circuito hamiltoniano C' (de custo
minimo) em G produz uma drvore geradora de G. Portanto, ¢(T") < ¢(C).

Seja H um multigrafo euleriano obtido pela duplicacdo de cada aresta de 7. Entdo, uma
trilha fechada euleriana de T' fornece um passeio fechado em G, cujo custo é 2¢(T"). A fi-
gura 1(b) mostra uma arvore geradora minima para o grafo com custos da figura 1(a). As-
sim, v, v1, V4, U3, Us, U3, V4, V1, Vs, U1, V2 € um passeio fechado de comprimento 26 para o grafo

da figura 1(b).

Executamos, agora, uma busca em profundidade em 7', comecando com um vértice folha
de T, isto é, um vértice de grau 1. Sejam v;,, vj,, . .., v;, 0s vértices de T" ordenados pelos seus
tempos de descoberta na execucdo do DFS. Entdo, segue da desigualdade triangular que, o
custo de um circuito C" = v;,,vj,,...,v;,,v; € no maximo o custo de H. Portanto, ¢(C’) <
2¢(T) < 2¢(C). A figura 1(c) mostra uma busca em profundidade da drvore na figura 1(b) e a
tigura 1(d) mostra um circuito hamiltoniano de custo 19 do grafo completo com custo descrito
na figura 1(a).

Apresentaremos, agora mais formalmente, o algoritmo que implementa estas idéias que
acabamos de descrever.

2APROX-PCV(G, c): algoritmo para determinar um circuito hamiltoniano de custo “pequeno”
em um grafo completo G, com n = pg > 3, com a fungdo custo c satisfazendo a desigualdade
triangular.

1: Utilize o algoritmo de Kruskal para obter uma arvore geradora minima 7" de G e c.

2: Conduza uma busca em profundidade em 7', utilizando o algoritmos DFS sobre um vértice
degrauldeT.

3: Se vy, Uiy, - - ., V;, éaordem em que os vértices de T sdo visitados no passo 2, entdo mostre
como resultado o circuito hamiltoniano v;,, vi,, . .., vi, , Vi, .

Podemos mostrar que o algoritmo que acabamos de descrever constréi um circuito hamil-
toniano C, de um grafo G' com custos nas arestas, de tal forma que seu custo nunca ultrapassa,
por um fator de 2, o custo de um circuito hamiltoniano 6timo C*. Ou seja,

c(C) < 2¢(C™).

Em muitos casos, este limitante é bem aceito ja que ele foi obtido utilizando um algoritmo
eficiente.
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Figura 1: Encontrando um circuito hamiltoniano de custo “pequeno”.
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