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PROBLEMA DO CARTEIRO CHINES

Resumo

A teoria dos grafos teve seu inicio hé cerca de 250 anos e aplicacdes datadas daquela
época ainda sdo encontradas e fazem parte do histérico da drea. Quando estudamos gra-
fos eulerianos, vimos uma introdugéo a estes conceitos e resultados. Veremos aqui uma
aplicacdo classica da teoria dos grafos eulerianos: o Problema do Carteiro Chinés.

1 Motivagao

Suponha que um carteiro deva entregar correspondéncias em todas as casas de uma pe-
quena cidade. O carteiro gostaria de realizar seu percurso da forma mais eficiente e entdo
retornar ao correio. Conseqiientemente, o carteiro deve planejar um percurso que atravessa
toda secdo de uma rua entre duas esquinas consecutivas pelo menos uma vez, minimizando o
nuamero total de vezes em que ele atravessa uma rua. O problema de encontrar um percurso
como este é chamado o Problema do Carteiro Chinés, e este nome se deve ao matemadtico
chinés Guan [8] que o formulou pela primeira vez.

2 Modelagem do Problema em Teoria dos Grafos

Podemos molelar a situa¢do descrita acima em um grafo, onde os cruzamentos entre as ruas
correspondem aos vértices do grafo e dois vértices sdo adjacentes se uma se¢do da rua passa pe-
los dois cruzamentos correspondentes. O Problema do Carteiro Chinés pode ser reformulado
agora em termos da Teoria dos Grafos.

Problema PCC(G): dado um grafo conexo GG, determinar um passeio fechado
de menor comprimento que passa por todas as arestas de G.

Chamamos tal passeio fechado de G, que contém todas suas arestas e tem menor compri-
mento, de um passeio fechado euleriano de GG. Note que se G é um grafo euleriano, entdo
um passeio euleriano de G é uma trilha fechada euleriana. Caso contrdario, temos um passeio
fechado: algumas arestas serdo repetidas no passeio fechado euleriano.

Observe também que o grafo conexo G em questdo nao tem custos nas suas arestas. Ficara
claro a seguir que, mesmo para um grafo conexo G com custos nas arestas, teremos em maos
um algoritmo que receberd um grafo conexo GG, com ou sem custos nas arestas, e devolvera um
passeio fechado euleriano de G.



3 Algoritmo de Fleury

Se G é euleriano, entdo qualquer trilha fechada euleriana de G' é uma trilha 6tima, ja que
uma trilha fechada euleriana é uma trilha fechada que atravessa cada aresta exatamente uma
vez. O Problema do Carteiro Chinés pode ser facilmente resolvido neste caso, j4 que existe
um bom algoritmo para determinar uma trilha fechada euleriana em um grafo euleriano. O
algoritmo, devido a Fleury (veja Lucas [9]), constréi uma trilha fechada euleriana pela esco-
lha de uma aresta a cada passo, sujeita a condigdo de que uma aresta de corte, do subgrafo
aresta-induzido pelas arestas que ndo estdo nesta trilha, é escolhida somente se ndo ha outra
alternativa.

FLEURY(G): recebe um grafo euleriano G e devolve uma trilha fechada euleriana de G.

1: Escolha um vérice arbitrario v em Vg, e faca Wy = vy.
2: Suponha que a trilha W; = v, e1,v1,...,¢€;,v; tenha sido construida. Entdo, escolha uma
aresta e;+1 de Eg \ {e1,e2,...,¢e;} de tal forma que

(1) e;11 € incidente em v;;
(if) a menos que ndo haja alternativa, e;;1 ndo é uma aresta de corte de

G; =G\ {e1,e2,...,¢;}.

3: Pare quando o Passo 2 ndo puder ser executado.

Por sua descrigdo, o algoritmo de Fleury constréi uma trilha fechada euleriana de um grafo
G, conforme mostra o teorema a seguir.

TEOREMA 3.1 Se G é euleriano, entdo qualquer trilha fechada em G construida pelo algoritmo de
Fleury é uma trilha fechada euleriana de G.

a

Se G ndo é euleriano, entdo qualquer passeio fechado que contém todas as arestas de G, e
em particular um de menor comprimento, atravessa algumas arestas mais que uma vez.

4 O Problema do Carteiro Chinés para Grafos Arbitrarios

Uma forma alternativa de resolver o Problema do Carteiro Chinés é determinar, para um
dado grafo conexo GG, um multigrafo euleriano H, com quantidade minima de arestas e G
é grafo base de H. Observe que se duplicarmos cada aresta de um grafo conexo G, isto €,
se trocarmos cada aresta por um par de arestas paralelas, entdo o resultado é um multigrafo
euleriano H, ja que H é conexo e dy(v) = 2dg(v), para todo v € V. Além disso, G é um grafo
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base de H. Uma trilha fechada euleriana em H produz um passeio fechado em G que contém
toda aresta de GG. Portanto, todo grafo tem um passeio euleriano de comprimento pelo menos g,
mas ndo maior que 2¢q. Se G' é um grafo euleriano com g arestas, entdo o comprimento de uma
trilha fechada euleriana de G é ¢, enquanto que, por exemplo, o comprimento de um passeio
euleriano de uma arvore com ¢ arestas é 2q.

O teorema 4.1 descreve uma férmula para o tamanho de um passeio euleriano de qualquer
grafo conexo G. Mais que isso, este resultado formard a base para um algoritmo que produz
um passeio euleriano em um grafo conexo. Antes de descrever o teorema 4.1, precisamos de
algumas defini¢Ges.

Se G ndo é euleriano, entdo G' contém um ntimero par de vértices de grau impar. Seja
VA = {u1,ug,...,u2n},n > 1, 0 conjunto de vértices de grau impar de G. Uma parti¢do dupla
de V/ é uma partigdo de V! em n subconjuntos de tamanho 2. Para uma partigdo par 7, dada
por

T = {{uir, wiz}, {uar, uaat, .. . {un1, unat},

definimos D(7) como

D(r) = diste(ui, uio)
i=1
e definimos
m¢g = min{D(m)},

onde o minimo ¢é obtido de todas as parti¢des pares 7 de V1. Se G é euleriano temos que
VA = 0, e entdo definimos mg = 0. Por exemplo, se um grafo G tem quatro vértices de
grau impar u;, uz, u3, € ug, entdo VG1 tem trés particoes duplas my = {{u1,ua}, {us,us}}, m =
{{ur,us}, {ug, usa}} e ms = {{u1,us}, {ug, us}}. O teorema 4.1 a seguir apresenta um importante
resultado.

TEOREMA 4.1 [Goodman & Hedetniemi [7]]
Se G é um grafo conexo de tamanho q, entdo um passeio fechado euleriano de G tem comprimento qg+mg.

a

Uma vez que encontramos uma parti¢do dupla

m = {{ui1, w12}, {uor, w2}, ..., {uni, un2}}

de V/} para a qual mg = D(w), podemos determinar um caminho @; de u;; para u;» de com-
primento minimo distg(u;1,ui2) em G, parai = 1,2,...,n. Pela duplicagdo das arestas de G
que estdo em );, para cada i = 1,2,...,n, obtemos um multigrafo euleriano H que tem G
como grafo base. Uma trilha fechada euleriana de H pode entdo ser obtida com o algoritmo de
Fleury, que gera um passeio fechado euleriano em G.

O teorema 4.1 fornece uma possivel solugdo para o Problema do Carteiro Chinés. Entre-
tanto, esta solucdo necessita de determinar todas as parti¢des pares 7 de Vcl;, e entdo computa



me = min{D(m)}. Este processo nao é eficiente, ja que o niimero de partigdes pares de V! é
O(n™), onde 2n é o nimero de vértices de grau impar de G.

Felizmente, existe uma forma eficiente de determinar uma particdo par = de V/ para qual
mq = D(). Iniciamos nosso algoritmo construindo um grafo completo F' = Kj,, com custos
nas arestas. Os vértices de F' correspondem aos vértices de grau impar de G, e sdo rotulados
com os mesmos nomes. O custo de uma aresta de I' é definido como a distancia, ou o com-
primento do menor caminho, entre os vértices correspondentes em G. O algoritmo BFS!, ou o
algoritmo de Djikstra?, podem ser utilizados para computar a distancia entre todos os pares de

vértices de grau impar de G.

Entdo, o préximo passo é determinar um emparelhamento perfeito de F, cujo custo total
é 0 menor possivel. Seja p 0 maior custo das arestas de F, e seja ' = p + 1. Seja F’ o grafo
completo com custos, com 2n vértices, obtido pela troca do custo de cada aresta e de F' por
' —cpi(e), isto é, cpr(e) = p' — cp(e). Como Edmonds [4] desenvolveu um algoritmo eficiente
para encontrar um emparelhamento de valor maximo em um grafo com custos nas arestas,
podemos agora aplicé-lo ao grafo F’ para obter um emparelhamento perfeito de valor méximo

M = {ujuiz, ug1ug, . .., UpiUy2}. Entdo M é um emparelhamento perfeito de custo minimo
em F e assim, m = {{u11, w12}, {uo1, u2a}, ..., {un1, un2}} é uma particdo dupla de Vé para qual
mg = D(m).

Em seguida, apds termos determinado o menor caminho @; de u;; para u;, para todo
i = 1,2,...,n, duplicamos as arestas de G que aparecem em ();. Este método produz um
multigrafo euleriano H com G seu grafo base. Finalmente, devemos encontrar uma trilha fe-
chada euleriana de H, utilizando o algoritmo de Fleury. Esta trilha fechada euleriana de H
corresponde a um passeio fechado euleriano de G. Um exemplo de execugdo deste algoritmo é
mostrado na figura 1.

A figura 1(a) mostra um grafo G com quatro vértices de grau impar uq,us, uz € ug. As
figuras 1(b) e 1(c) mostram os grafos completos com custos nas arestas F' e F’. Observe que
M = {ujuz,usus} é um emparelhamento perfeito de valor méximo para F’. Portanto, 7 =
{{u1,u2}, {us, us}} é uma particdo dupla de V{ tal que D(m) = mq. Como diste(ui,uz) = 1
e distg(us, us) = 3, segue que mg = 4. O multigrafo H pode ser obtido pela duplicacao das
arestas do menor caminho de u; para us, bem como do menor caminho de u3 para us. Como

ui, €12, u2, €10, V3, €3, V4, €1, U4, €2, V4, €4, U3, €7, V2, €8, U3, €5, U3, €6, U3, €9, U1, €11, U2, €13, U1
é uma trilha fechada euleriana para H, segue que
u1,u2,vs, V4, U4, v4, V3, V2, U3, V3, U3, V1, U2, U1

é um passeio fechado euleriano de G.

! Algoritmo de Moore.
*Considerando G um grafo com custos nas arestas, onde o custo c(e) = 1, para toda aresta e € Ec.



Uq Uo
U1 1 U9

s vy 4|3 2

”3\0 us Uy 3 ug
(a) (b)

Fl

U1 4 u9

w2 g

(©) (d)

Figura 1: Resolvendo o problema do carteiro chinés.

PCC(G): recebe um grafo G e devolve um passeio fechado euleriano de G.

1:

Seja Vé = {u1,ug,...,u2, },n > 1, 0 conjunto de vértices de grau impar do grafo G. Execute
o BFS(G, uy), para algum k, 1 < k < 2n. Obtenha, dessa forma, o menor caminho e seus
comprimentos, para cada par de vértices de grau impar de G;

Construa um grafo completo com custos nas arestas F' = K>, tal que seus vértices corres-
pondem aos vértices de grau impar de G e o custo de uma aresta de F' é definido como a
distancia entre os vértices correspondentes em G;

Seja 41 0 maior custo das arestas de F e seja ' = p + 1. Construa F' o grafo completo com
custos nas arestas, com 2n vértices, através da troca do custo de cada aresta e de F' por
' —cp(e),isto é, cpr(e) = ' — cp(e);

Encontre um emparelhamento perfeito de valor maximo M = {u1jui2, ug1u2g, - . ., Unitn2}
em F’. Entdo M é um emparelhamento perfeito de custo minimo em F e assim, 7 =
{{uir, w2}, {ua1, ua2}, ..., {un1, un2}} é uma partigdo dupla de Vé para qual mg = D(7);
Para o menor caminho @); de u;; para u;o, comi = 1,2,...,n, duplique as arestas de G que
aparecem em (Q;. Seja H o multigrafo euleriano produzido neste processo;

Utilize o algoritmo de Fleury para encontrar uma trilha fechada euleriana de H. Esta trilha
fechada euleriana de H corresponde a um passeio fechado euleriano de G.
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